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المحتويات 


da alls 


da dah |g Ob gia! 


دشل مك 


تقدم التحليلات الكمية لمجمل الظواهر الاقتصادية وصفا دقيقا للمشكلة إذا ما 
أحكمت متطلباتها tanl‏ من مضبوطية البيانات المستخدمة وصولا إلى حسن الأسلوب 
التحليلى ومن ثم مدى قدرة متخذ القرارات في توظيف الاستنتاجات المستخلصة . 

لقد برزت أهمية التحليلات الكمية في علم الاقتصاد die‏ بضعة قرون ولكنها تبلورت 
وتعمقت خلال القرن الماغي وخاصة الرياضية والإحصائية منها ولهذا صار من الضروري 
على دارسي غلم الاقنصاد والمهتمين بالشؤون الاقتصادية إيلاء التحليلات الكمية المذكورة 
اهتماماً خاصاً حيث م تعد المقالات الوصفية البحتة التي تقوم على سرد غير موثق 
بالمعلومات والوسائل الكمية قادرة على الإحاطة بطبيعة الظاهرة وعناصرها وقوانين حركتها 
تمهىدا لمعرفة اتجاهاتها والمؤثرات التي تتحكم بها 

وقد حاولنا في هذا الكتاب أن نقدم شيئا من التحليلات الكمية الاقتصادية بأسلوبها الرياضي 
المبسط ومن هنا جاءت نسمية الكتاب (بالتحليل الكمي الاقنصادي) نلك التسمية الني اشنقت 
من (الكم ولكمية اوالتي تعني كما يفهمها القارئ الكريم استخدام الشروح الكمية (الرياضية | 
للعلاقات والتشابكات الاقتصادية سواء ما يتعلق بها بالاقتصاد الكلى أو الاقتصاد الجزثي .. وم 
نكن أمامنا فرصة التوسع الكثير في هذا المجال لان الوسبلة والغاية كانتا متلازمتين عند د١سة‏ 


موضوع كهذا فلم نتمكن الدخول إلى التكميم مباشرة بسبب الحاجة لاستكمال جوانب من 








المعرفة الرياضية لدى البعض من الإداريين والباحثين المبتدثين كما م نتمكن من الأطناب في 
شرح التحليلات الرياضية البحشة خوفا من تحول الموضوع إلى كتاب في الرياضيات ولهذا 
سعينا التوفق بين الحاجتين والموازنة بينهما واعتمدنا أسلوب نتمنى أن يرفى القارئ وذلك 
باستعراض التحليل الرياضي Vol‏ ومن ثم عرض التطبيقات الاقتصادية الكمية بعدئذ أي 
قدمنا الوسيلة الرياضية كي تكون مفهومة عند استخدامها في التكميم الاقتصادي اللاحق . 
وقد حرصنا على أن تكون التحليلات الرياضية متدرجة فبدأنا بالمبادئ الأولية 
والعلاقات الخطية والتي شملت gull‏ الخطية والمصفوفات وجداول المستخدم المنتج 
والبرمجة الخطية والتي احتواها الجزء الأول من الكتاب Lal‏ العلاقات غير الخطية والتي 
شملت الدول غير الخطية وسادئ التفاضل والتكامل والمعادلات التفاضلية ومعادلات 


ك الفروق فقد وضعت في الجزء الثاني . 





والنقطة الأخرى التي راعيناها هي الابتعاد عن التحليلات الرياضية المعقدة والاتجاه 
نحو التبسيط والاستعانة بالشروح التوضيحية الضرورية لخلق حالة الفهم التي يرجوها 
ظ القارئ الذي لم يسبق له دراسة الرياضيات العامة كما لجأنا في سبيل تحقيق ذلك إلى مزيد 
من الأمثلة التي نراها الوسيلة الأكثر فائدة في تحقيق حالة الفهم المذكورة فهي إحدى 
| وسائل التعلم عن طريق العمل التي أثبتت جداولها في المجالات التعليمية . 
وبعد كل فصل رياضي عرضنا بعض القضايا الاقتصادية الأكثر شيوعا مستعينين في 
عرضها بالتحليلات الرياضية التي سبقتها وهكذا تصاعدت عملية العرض والتحليل 
فبدأنا بالعلاقات الاقتصادية البسيطة التي كن أن تشكل دالة خطية وبينا LAS‏ 


برج Uae. Sey ll‏ رنب عرلا نسي ASN‏ ا 





المحتويات 


da JÄ} la 


امحتويات والمقدمة 
غرض وطلب وتكاليف وإنتاج واستهلاك وصادرات واستيراد ونقاط تعادل وغيرها . لم 
التقلنا بعدئذ إلى الدول الاقتصادية غير الخطبة أو ما يسمى بالمنحنيات وهي الصورة 
الأخرى Jol‏ الاقتصادية الخطية ومن ثم تعرضنا للتفاضل والتكامل وتطبيقاتهما في 
التحليلات الكمية الاقتصادية ذات العلاقة بالاقتصاد الكلي أو في نماذج النمو الاقتصادي 
وغيرها : كذلك الحال بالنسية لمعادلات الفروق التي استخدمت في عرض بعض النماذج 
الرياضية Lal‏ أما المصفوفات doll‏ فقد استخدمت في تحليلات المستخدم - المنتج 
واستعمالاته في عرض التشابك الاقتصادي والتنبوء في المتغيرات الاقتصادية الكلية في 
حسابات الدخل القومي Was‏ استخدمت المصفوفات في شرح البرمجة الخطية وحلولها 
واستخداماتها الاقتصادية . 

ونحن إذ تغمرنا السعادة في تقدهنا شيئا متواضعا في مجال الاقتصاد الكمي نشعر في 
نفس الوقت بأن هناك مجالات رحبة كثيرة في هذا الموضوع لم يسعفنا الحظ في التطرق 
إليها كما نلتمس العذر عن أي سهو أو خطأ حدث دون أن نلتفت إليه تاركين للقار 
اللبيب أمر تصحيحه وكم نكون ممتنين لو نبهنا عنه لا مكان تلافيه في الطبعات اللاحقة . 
شاكرين الله سحانه وتعالى الذي وفقنا على وضع هذا الكتاب فله الفضل كله dig‏ 
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Integration 
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الأول 


التكامل 


Integration 


+ 1 


يعرف التكامل ob‏ العمليات المعاكسة للتفاضل أي إيجاد دالة يكون معدل تغيرها معلوماً « كما 
أنه يعرف بالطريقة التي تحدد المساحة تحت المنحنى. 

وما كان التكامل عكس التفاضل فأن تكامل gh‏ دالة تفاضلية هو الدالة الأصلية ما عدا للقدار 
الثابت. ومن ذلك يمكن القول بأن التكامل هو الأسلوب الذي نجد بواسطته الدالة عندما تكون مشتقتها 
معلومة, 

ومن جهة أخرى فإن التكامل هو حساب القيمة النهائية لمجموعة الحدود (المقادير) حين يزداد 
عدد هذه الحدود إلى ما لانهابة وعندما تقتب القبمة لكل حد من الصفر. أي أن التكامل هو كيفية إيجاد 





المساحة تحت المنحنى. وقد استخدم الرياضيون الأوائل الرمز )9( للإشارة إلى عمليات التكامل وكما هو 
واضح أن هذا الرمز مشتق من كلمة مجموع (sum)‏ أي مجموعة الحدود التى ما لانهاية لها المذكورة 
أعلاة. 


Indefinite Integration التكامل غير محدد‎ E 

إذا كانت (x)‏ هي تكامل الدالة f(a)‏ بالنسبة إلى > فأن العلاقة بينهما يمكن وضعها بالصورة 
al‏ 

(1-1) | ع لما‎ F(x)+¢ 

حيث يقرأ الطرف الأيسر: تكامل دالة #بالنسبة × أماء فهو العدد Coll‏ من عملية التكامل. 

في حين يسمى المقدار ۲ + F(x)‏ بالتكامل غير المحدد وسبب ذلك أن مشتقة الحد الثابت هي 
صفر ولا تعرف قيمة هذا الحد go‏ أجراء تكامل مشتقة معينة فقد تأخذ 0( أية قيمة ولهذا سمي 
بالتكامل غير المحدد. 
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ومن ذلك نستدل على أنه: إذا كانت F(x)‏ تكامل الدالة f(x)‏ فإن كل تكاملات f(x)‏ تقع 
| ضمن المجموعة 0+ F(x)‏ حيث أن l(c)‏ مقدار Cob‏ ولهذا تعطي في كثير من تطبيقات التكامل 
معلومات في ILLI Jol‏ تحدد dad‏ المقدار الثابت وتسمى: (الشرط الابتدائي : (Initial Condition‏ . 
ولتوضيح ذلك نأخذ المثال الآني : 
ما هو تكامل مشتقة الدالة : الآئة : f(x)=2x-2‏ 
بستخرج تكامل هذه الدالة عن طريق عكس عمليات التفاضل GUS‏ 
|x - 2d‏ 


= |2xdr- 2k | 


| +ع =x‏ 
ويلاحظ لأجل التدقبق بأن : 


| 


fig -2x+c)=2x-2 
dx 


1 


وحيث أن » تأخذ فيماً غير محددة لذا بمكن تمثيل الدالة © +28 - PHN‏ مجموعة من 


له | 
6 المنحنيات ذات القطع المتكافئ يختلف كل منحنى عن الأخر باختلاف قيمة. كما بظهر في الشكل (1-1) 

















شكل رقم )1-1( الفصل 


ويلاحظ بأن النقطة )053( تمثل بالمنحنى (a)‏ حيث الدالة 2۳+3 - += وفيها 3=( الأول 
عندما تكون 3 -» , 0 =× وهكذا بالنسبة لبقية المنحنيات فى العائلة حيث أن كل منحنى cdd‏ تساوي 
dad‏ معبنة عندما 0 = 1 فقي pod)‏ ۾ بظير أن leas y=0‏ 0 ع0 x=‏ 
وا محنى (a)‏ تكون فيه 5- lease y=‏ 5- =0 > أي معادلة المنحنى (a)‏ هي : 
y=x -2x-5‏ 


و | قواعد التكامل 


إن قواعد التكامل ها هي إلا معكوس قواعد التفاضل والتي نتناول بعضها في هذه الفقرة على أن 
Gb‏ على البعض الآخر فى الفقرات اللاحقة : 


| 4 - xy+e -l 


[edx = c| dk -] 
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|(du+dv) = | du + {dv -3 
x وهي دوال تفاضلية بالنسبة للمتغير‎ w= fla),v = gla) حيث أن‎ 


| y™l 
[x"dx=—+e(n #-l) -4 
n+l 


Tiii 
fu"du =—t+oe(n#-l) -5 
n+l 
x وهي ذالة تفاضلية بالنسبة للمتغير‎ uz fla) حيث أن‎ 


[~du=Inu+c -i 
"Ui 


وی حالة کون x=‏ قن e‏ +ندوا f d=‏ 
1 


أمثلة 


| 


+l 


jar += 2+0 -| 
2+ | 





=x ++‏ 
إن هذا المثال pudgy‏ لنا تطبيق القواعد (12.34). 
T = E‏ 
2 + دمج |r a=‏ القاعدة )5( 
0 


[Qr Hrd -3 


نفرض أن : 3 + ×2 = ها وأن du = 6x'dr‏ 





ا 
j‏ 





وبذلك يكون لدينا :۲ = di‏ 
(2x + 3) wd = 0‏ القاعدة )6 


Vfl),‏ ,وما 
zi du sifah +e‏ القواعد )4,2,1( 


| 
(2 (القاعدة‎ | Sxdr = S| xdr= S= +0 4 


| 5 

+° الفصل 
نفرض أن : W=X+2‏ . 

„duzdi‏ اذو 
[d= [ci‏ 
1 1+2 
=Inu+c‏ 

(6 القاعدة‎ ( = Inxt+2)+e 


r + 4‏ (نستخدم القاعدة3) 
vi‏ 
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“A +Wx+e 


1- 
T- 


[(2x+3)dr 7 


H 
(3 (القاعدة‎ 5 saree 
1+1 


=x +3xte 
w= 2+ 5: : نفرض أن‎ [2+51 4 


| 





“d= du = $dx 4 
: والآن‎ 1 
M 5 TE 
© io + | 
| 
= s+ 


9- جد doles‏ المنحنى ذو الاتعدار =(x+1)x+2)‏ - 


والذي ير من النقطة )4( . 


O ےھ د‎ | | 2 | 23 | 2 ë 26: ë 221 کے‎ ë E 5 53 كت‎ 





[r+ +24 
3 fix + 3x+2)dr 
E ae 
3 2 
(3 (القاعدة‎ 


أما المنحنى + الذي هر بالنقطة )2.4( فأن النقطة تشر إلى أن: 
١= 2,7 - 4‏ وبالتعويض في المعادلة Jasi del‏ على : 
Spay?‏ نيمأ 
+221+ )2(=+ )2(-=4 
(i‏ 1 ) 1 


+e‏ وب 


93 معادلة المنحنى التي تمر بالنقطة (24) هي :- الأول 
المنحنى = y “oe in-S‏ 
ارين (1-1) 
قدر قبمة التكاملات الآنبة : 
[ra -l‏ 
f+- Idx -2‏ 


E -3 
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j-4 4 
(SILE 

7 
pet | 
[(x-3)dr 7 

[0r - +4x-10}ér-s 
fra 4 ظ‎ 


[Za 40 


Area Under the Curve المساحة تحت المنحنى‎ a 


i‏ لقد كانت dad‏ حساب مساحة الأشكال الهندسية إحدى الأسباب التي أدت إلى تطور حساب 
| التكامل. ففي مبادئ الهندسة تحسب مساحة المستطيل بحاصل ضرب بعديه ( الطول × العرض) ومساحة 





أ wall]‏ بترييع ضلعه ومساحة الدائرة بحاصل ضرب مربع نصف قطرها × النسبة الثابتة ‏ بوكذلك الحال 

| بالنسبة للأشكال الهندسية الأخرى المحددة بقطع من الخط المستقيم. ولكن كيف الحال إذا كان البحث 

| | يدور حول إيجاد مساحة الأشكال المحددة بمنحنيات وليس بخطوط مستفيمة. 

| لقد استفاد الرياضيون من مفهوم النهايات لمعالجة صعوية إيجاد المساحة تحت المنحنى وقد 

| | 

| بدأوا بضرب المثال لان : 

| | بافتراض وجود مضلع منتظم (regular polygon)‏ مرسوم داخل الدائرة يراد إیجاد مساحته كما في 
| 

| الشكل رقم )1-2( 

2 

| 

| 

| 








| 

| 

l 

| | 

- | 
(2) | 

1 

| 

k | 





, 


الأول 





شكل رقم )1-2( 


إن مساحة هذا المضلع تقارب مساحة الدائرة ولكنها اصغر من مساحة الدائرة بسبب وجود 
مساحات من الدائرة لم يغطيها المضلع ولكن كلما زادت أضلاع المضلع اقتريت مساحته من مساحة 
الدائرة. 

فإذا رمزنا لمساحة الدائرة بالحرف (A)‏ و مساحة المضلع الذي يتكون من Un)‏ من الأضلاع بالرمز 
aln)‏ قان :- 

a(n) + a51 جه‎ D 

أي كلما زاد عدد أضلاع المضلع كلما اقتريت مساحته شيا فشيثا من مساحة الدائرة. 

والآن دعنا نستخدم مفهوم النهاية في هذا المثال لأجل الوصول إلى تفسير التكامل المحدد كونه 
المساحة تحت المنحني. فإذا كانت لدينا قضمة doles shu!‏ محددة ممنحنى موحب مستمر وشو المنحنى 
y= f(x) :‏ وبحدود أخرى هي : الإحدائي - x‏ والخطين العمودين (X= 4,1 = b)‏ فكيف تحتسب 
هذه المساحة؟ 

لننظر إلى الشكل رقم )1-3( ونتابع الموضوع : 

a‏ حساب هذه المساحة بتقسيم القاعدة fab)‏ إلى (ind‏ هن المساحات ونرهز إلى نقاط التقسيم 
بالرمور: 


lel a = 1,3 ,...3, Xp =۶‏ طول كل مسافة من المسافات الجزئة. 
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)12,21 - ).ا - بير = Ax,‏ وتمثل Ax‏ عرض المستطبلات التي تكونت تحت 
المنحنى7 وبذلك تكون مساحة كل مستطيل تحت المنحنى كما يلي :- 
f(x )AX, f (XA... f(x, JAX,‏ 


(1-2) È f(x, JAK, : وإن مجموع هذه المساحات‎ 
i=l 





Xaa Yad Ta >“ 





والآن أذا baj‏ عدد المستطيلات بزيلاة (ها إلى ما لا نهاية أي )00 77) فهذا يؤدي إلى زيادة 
AY our‏ بحيث ندنو مسافة ( عرض) كل واحد منها من الصفر وبذلك فأن المساحة تحت المنحنى 
والمحصورة ما بين (ab)‏ والتي لم تغطيها المستطيلات سابقاً سوف تنخفض بل أنها تقترب من الصفر وبهذا 

إن المساحة (A)‏ المحددة بدالة موجبة مستمرة y= f(x)‏ و الإحدائي ‏ وإحدائين ثابتين : 
١ =, = 0‏ تحسب بالصيغة التآلية: 


(1-3) A= lim 3 f(x,)Ay, 
max Ax; +0 * 


إن fix)‏ تسمى ذالة تكاملبة للمسافة (ab)‏ ويمكن توضيحها بالأني ٠:‏ 








A= Area = lim I JAX, 
max Ax, +0 al 


ù 
= | firar (1-4) 


وتقرأ تكامل من a‏ إلى b‏ للدالة 45(:)ا. وتسمى هذه العملية بعملية التكامل دن نهايتن (a)‏ 
النهاية الدنيا و (b)‏ النهاية العليا 


Definite Integration التكامل المحدد‎ 8 


$ 
بلاحظ عند الحساب firar‏ | م بظهر الحد الثابت () لان التكامل أصبحت له da‏ محددة 


أي بين النهايتين (a,b)‏ وسبب ذلك سمي بالتكامل المحدد Definite integral)‏ | للدالة F(X)‏ من ة إلى الفصل 
.d‏ وجرباً يتم التخلص من الثابت (e)‏ نتيجة طرح الحد الأدنى للدالة fa)‏ من الحد الأعلى لها o)‏ فإذا كان wh‏ 
Fl‏ 


تكامل glx)‏ شو : 
»+ لماز = [gellar‏ 
فحینما تكون x=b‏ فإن dad‏ التكامل تكون +(ط] . وحينما تكون قيمة X= a‏ فإن قيمة التكامل 
تكون faje‏ وبالطرح ينتج : 


f(b) +c]-[f(a)+ 1‏ [ 
f(b)- fla)‏ = )1-5( 
(وهكذا فغد تلاثى الثابت fe‏ 
ويرمز للصيغة المذكورة في (1-4) أعلاه SUL‏ : 


f\b)- fla)=| قمع‎ 


a 
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ويكتب ناتج التكامل GUS‏ :- 


fh‏ هم 


وسنعتمد الخط القائم ( | ) بدلا من ( | ) في الإمارة إلى ذلك . 
وللتكامل المحدد الخصائص الآنية + 


[fayde=-f fay -l 
هرما أ‎ -1 


ad= | fades [ fds -3‏ أ 


| 





حيث أن : 4 62 b2‏ 
| جد قبمة المساحة تحت المنحنى في المسافة المحددة في كل من المسائل التالبة :- 
=l |‏ 
Ww |‏ » 
fla)dr= fxd |‏ | 
ù 0‏ 
| | 
ا 
1 7 
2 2 
50 = 


كت 53 5 ë E‏ کے = _ = | کے ےھ د O‏ 








4 ? 
الأول‎ [oud - 2 





"4 
- 1 


= 3(4)' -3(2) 
= 36 


l 2 57 
[l+ x+ ir sx +10 
=| = 


| ; 
=+ +r}! 
7 =| 
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ويمكن استخدام الخاصية )3( في الحل وبعد تكبيف المقدار وكما يي : 


ا ا ا 
i 1‏ 3 





aE (DE +2( orj- aha ath +22‏ 
قبمة الحد الثالث ماخوره من أعلاه ويحذف الحد الأول مقابل الحد الرابع ينتج:- 
2B 820‏ 
3 3 1 


(وهي نفس النتيجة) 














| x(x? - 4) dr 


=x -4 , du =x 
د‎ xdx 
2 


nw 


5: د‎ ate Pl l 
tat ل | عه زه‎ d= 





| 


ا إا 








6 6 | 6 
= 
, 6 6 
000 الفصل 
وا 0 
6 الأول 
وحسب الخاصية رقم (1) فان : 
r= 4d = -[ xx" - 4) de‏ | 
lnU {-2-29)‏ 
سل ل- ل (من الناتج اعلا 
م6 6 eee‏ 
8 = وهي نفس النتيجة. 
16 المساحة السالبة Negative Area‏ 
لدی عرض مفهوم التكامل كما في (1-4) : 


4= fid 
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فقد افترضنا أن الدالة f(x)‏ مستمرة موجبة ما بين lal fa, b)‏ إذا كانت f(x)‏ سالبة أي أن المنحنى 
(x)‏ 7-1 يقع تحت الإحدائي lox‏ بين (a,b)‏ فتصبح قيمة التكامل سالبة لكون المساحة نحت المحور × 
هي مساحة سالبة أما القيمة المطلقة للمساحة ا محصورة بين المنحنى المحور x‏ والعمودين b)‏ , ها 


Total Area 93 (positive Ared)- 3 ( Negative Areas) 


as) AYA" 
. أي أن المساحة الكلية ما هي إلا القيمة المطلقة للتكامل ولهذا فهي ذائما ذات قيمة موجبة‎ 
: AS والمحور‎ FW احسب المساحة المحددة بالمنحنى‎ 

y= -9x 
)1-4( يظهر كما في الشكل‎ fix) عند رسم المنحنى‎ 








شكل رقم )1-4( 
وبلاحظ أن المساحة محصورة بين المحور X-‏ و ie LS x=ĵx=-3‏ معرفة dad‏ × يدون 


اللجوء إلى الرسم وذلك عندما 0-م فإن : 





1 
0 

T| 
z 


SS 





= = 


ةق )0 فص a‏ 


x -9y=0 
x(x-3ix+ 3) =0 
x=-3 yJ ys} W 
: إن المساحة الكلية تساوي‎ 
AY A4 = A 
A= | (X°-9X dr- [ (F-9) 


. 


EAL] 
Up GE 


ا8 )81 ) ا8 Jal‏ 
4)42 
الأول 





Area Between Two Curves gusis المساحة ما دين‎ 017 


كرأ ما تكون هناك حاجة لحساب قيمة المساحة ين المنحنين: 

y= 8)3(‏ , (1)/ = ر( وبين العمودين هعد , وعد بشرط أن : 
f(x) gix)‏ 

أي أن youll‏ (× )۲ بقع تحت المنحنى g(x)‏ كما أن : ۵ >1 > 0 

حيث يجري حساب المساحة GU‏ 


4 = fo- foj 


yex-x , YE-A : المحددة بالمحنين‎ SLL أوجد‎ 
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| 

| 

| 

| 

| العل: 

| نجد Yal‏ نقاط تقاطع المنحنيين : 

| لدينا: == × -× 

xox tx=0 ظ‎ 
x(2-x)=0 ظ‎ 
x=2 J x=0 امنا‎ | 
y=0 فإذا كانت 0 =× فان‎ | 

| وإذا كانت 2 =× فان y=-2‏ 

A = | [r- x? -(-x) fs : لذلك فإن‎ | 
=| Qx- dı 








شكل رقم( 1-5( ( 





a 





(1-2) yl 


[r+ -1 


ا 
“راط 


Ms 
J (x +4 -3 





dk -4 
3{x-l) 


| oa - xh 46 5 


1 3x +r -xd 4 

7 جد المساحة بين المنحنين: 
y=(x-1)‏ الأول 
-x-2‏ = 

8- جد المساحة yo‏ المنحنين: 
y=x-2y - 51‏ 


y= -4y 


Standard Forms Of Integration الأماسية للتكامل‎ 18 


بتميز التكامل على العكس من التفاضل بصعويته وذلك لعدم وجود فواعد dele‏ تحكم حساباته 
رغم أن الكثر من قواعده تستمد من قواعد التفاضل نفسه . 
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ولغرض تسهيل حساب التكامل لكثير من المسائل التي قد تواجهنا ندرج في أدناه لصيغ التالية 
والتي ورد ذكر البعض منها سابقاء وقد نظمت هذه all‏ حسب بعض الخصائص لتسهيل مهمة العودة 


إليها. 
iaat | |‏ 
[dr=x+c -l‏ 
| 
=c| dr -2 |‏ عله | 
| 
[(du+dr)=[du+fdr -3 |‏ 
| حيث أن v=f (x), w= ! (x)‏ وهما دوال تفاضلية بالنسبة xd‏ 


x" 


[r di==—+c , 1-1 
n+l 


=İnx+¢ , n=-l 





a 
[u'du=— =c 4 
n+l 


HERES 


u=f(x) ان‎ oe [= d= Inu +c -j 





u= f(x) حبث ان‎ [d= +: 6 
ni 
fa +bx) الصيغ التي تحتوي على‎ -7 





|(a+ bx)" تل‎ . (a+bx)""+c 8 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
bin+1) | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 








n#-l إذاكانت‎ 


L 
==In(a+bx)+c و‎ 
و6 +21 ال‎ 
۸= -[ إذاكانت‎ 


( a+! ml 


+e 9 








| x(a + hx)" dx = (at bx) 


1 y= 
b(n +2) b-(n+1) 
n#-1-2 إذاكانت‎ 


- [a+bx-ala +by)]=c 


إذا كانت 52-1 





li, a | 
= — Inla +bx)+—— |+ 
e Ai ١ 
n=-2 Cab إذا‎ 
ال‎ a FF ee E 
a الصغ التي تحتوي على +± ل أو ± ل‎ 
ا‎ 0 
[Ha nie 0 
y-a 2a xta 


2 50 ee al 


-xX la a-x 


[vx TA ta ta nta re 5 
| : d= nlx +x? +a +c “13 
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l بسر‎ t+ 15 
Wk TA 


[xv a’ y أ‎ -x'} +e -16 





| ka d= -x +e -17 
o-r 


[e'a -+e -20 


حيث أن (دااعه في الصبغ )18 20,19 ) و (b)‏ هو معامل (x)‏ 
dea sli i : 1‏ 
x(lnx)-x+c -2l‏ = عرد ما | 





|xlnx)d Fn) 40 -22 


Lo, 
ling = n+ 23 


| (nx) "dx = x(Inx)° - 2x(Inx) + 2+ -24 





[In(ax)dx= x(In ax)-x+c -25 








26- 
ولغرض الوقوف على تطبيقات هذه الصبغ دعنا نتناول بعض الأمثلة : 


dh تكامل ما‎ isal 
(8) نطبق الصبغة‎ [Onid -1 


a2, b=3 ,n=5 I ly 





0 [la+ br)" dy = = plat b" +E 


= (9431 +c 
36) 


+23 ل - 
8 








| الفصل 
2 م تطبق الصبغة )18( . 
, الأول 
Le‏ أن 25-1 دنا , 2عما 
2-1 
c= +e‏ 


3 a 
fa dx= — 
bilna) = (Ina) 
(18) نطبق الصبغة‎ |5 a 
5, b=4, ما أن جاتن‎ 

ù 4 


J دیپ‎ 
hina) 4(In5) 








4+] 5 


(4) نطبق الصغة‎ [ik= E 4 
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a 


xdr 1‏ |4 عط نيه تطبق الصيغة )2.4( 





4 
1 
=4(—+¢ 
G ) 
=x + 
5 1 ر4‎ 
)4( تطبق المبغة‎ |= | 6 
| 
xt | | 
= +c 
-4+1 | 
3 i 
“337% | 
| 
| | 


ل 
l‏ 
| 
f‏ 
T3‏ 
ا 


| 


[xv ]+ 206 -7‏ نطبق الصيغة )14( 






d= (+) يا‎ 
=- (l+x°)’ +e 
slie 


í xdx 
ovi+3x° 


نفرض J‏ 3+ |= ب 61 - /ال .. 





-8 


)4( ثم نطبق الصيغة‎ == xd 


| 
E a e a R a e سس حيس‎ 





الأول 








| 
4 + = 4 
l x dt - -| 6-2 70 2| 
0 |+ 0 A 6: 6 
=a روب‎ =+) 
“490-1 
| 
--]7-| 
1 | 
-2 


(24) تطبق الصيغة‎ | xydy 9 
=x(Inx) -2x(Inx)+2x+c 


jar -10‏ هذه المسالة من الصيغة )6( u=f(x)=l-x‏ 
-X‏ 


I, 
: وحلها يساوي‎ [dı أي أن‎ 


Inu +C 
= In(l-x)+c 
u=x +x-1 نفرض أن:‎ ok -11 
"Y +x-] 
. du=(2x+l)\dr 
7 
| (2x +1) de =| [ct 


l 
x +x-1 u “N 





=[|nu+e= ln(x +x-l) +» (6) ويذلك تطبق الصبغة‎ 





: وبإعادة الصياغة ينتج‎ [v4+ 3x dy -12 


:ل [(443xy‏ تفرض أن : u=443x‏ 


du = 3dr 
+ chek 
3 
ya فيكون‎ 
j+” dr = fu” ti 
tha, 12) 4 
aL du "وو‎ +e 
=2 +e= 24+ 1 +» 
: ويمكن تطبيق الصبغة ( 8( لنحصل على‎ 
[U+ روھ لدي‎ = (4432/4 
l 9 
+) 


a=4 b=} =2 : حيث أن‎ 


gy وباعادة الصياغة‎ f(a x-5) de -13 


[0-5 de= x- 10x” +254 


5 
13 





نطبق الصيغة (3) فينتج : 
5+6 + 4#- 


| 








u 
j 





| (I-2x) 
: وبإعادة الصياغة ينتج‎ | iz dx -H 
ras 





ae ge (cde vay” 


7 dx 


والآن نطبق الصيغة )3( 





_ 8 vx 8 ver 








“bh 3 as 7 tC‏ الفصل 
dx.‏ الأول 


15- شر + jr‏ بإعادة الصياغة ينتج : 
X‏ 


7 
jo” +k‏ = وبتطبيق الصبغة | 3) فينتج : 


ا 
1 3 
2 7 
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)2,1( نطبق الصيغة‎ | Sr dr -16 


| 
| 
1 
| 
| 
| 











= 5] 1: dr 
| 
=$ — 24 
2 Č 
= x + 
spaid (6) نطبق الصيغة‎ [a -17 
Te " ” ytd 
In(x+4)+c 
: وبإعادة الصياغة ينتج‎ [2x(x7+3)' dx -18 
:)5 نطبق الصيغة(‎ = [(x7+3) (Qn) ظ‎ 
du=2x dt u=x +3 نفرض أن‎ 
|(x°+3)/(2x)dx= | لأ‎ | 
ب +1 وا‎ 
- ن-‎ +c=-(x +3) +c | 
3 j | 
(1-3) gl | 
: التكملات الآنية‎ dad أحسب‎ 7 
[xed -l | 
= 5 i 
l+smy | 
jes | | 
sin’ ax | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





Je'(x-2) dk 4 
fx" ادها‎ 5 

| xcosxdr 4 
[e de 7 
fix” ry) dr 4 
| xlnxdx د‎ 


19 التكامل بالأجزاء Integration by parts‏ 
الفصل 
نواجه في بعض الأحبان مسالة إجراء تكامل لمقدار مكون من حاصل ضرب دالتين أو مقدار , 
لوغاريتمي يصعب إجراء عملية التكامل مباشرة ولهذا نلجأ إلى تحويل هذا المقدار إلى تركيب آخر (أي ف 
نجزثنه) يسهل فبه تطبيق الصبغ الأساسية للتكامل ele‏ وتسمى عملية التحويل هذه التكامل بالأجزاء . 
وتعتمد عملية التكامل بالأجزاء على معكوس عملية تفاضل حاصل ضرب دالتن. فإذا كانت h‏ ,ع 
دالتن path‏ مستقل واحد مثل x‏ فان عملية تفاضل الدالة ١)1, g)‏ تتم كالاني : 


y= f[g(x Aly] = f(g) 
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وبإعادة الترنيب ينتج : 

dh d dg 
— = —( ph)—h—-2 
7 7 8) 1 

: وبإجراء التكامل لطرق المعادلة بالنسبة إلى × نحصل على‎ i 

(1- 1 fea [< idr- fiz pS a ظ‎ 

ظ وياختصار الرموز ينتج : 

a-s) |g dh= gh-[h dg | | 

0 

fre” dk التكامل:‎ dad جد‎ -l l 

| 


| 


لغرض تطبيق )1-8( في حل التعرين ليكن : 
eg =" dr , g=x‏ هذا الأساس يكون : 





23 
٠= ked‏ [ بعد تكامله حسب الصيغة )09 ] 


نعيد كتابة المعادلة حسب العلافة )1-8( 


fe dh= gh-[h dg 


fxe” d at [Cate 











التكامل 
وإذا استخدمنا الصبغة )20( سنحصل على نفس النتيجة وهي الأكثر اختصارا ولكن استخدمنا 
2 جد تكامل ما fxe" de : jh‏ 
ليكن dy , g=x‏ 07-6 وعلى هذا الأساس يكون: 
dg - 5‏ 3 "م = h=‏ [ بعد تكامله حسب الصيغة (19) ] 
xe" d= xe' - fe" +‏ | 0 
=xe'-e' +C‏ 


=y -]|+ م‎ 





3- جد تكامل dy: ible‏ “هر الفصل 
الجواب : 
الأول 
ىكن »دم و dh =e" "dk‏ 
dg=dy‏ و : 12 بعد إجراء تكامله حسب الصيغة ( 19 ). 
)= 


وآلآل: 





E 
3 (-3) 


=}y 


l | 
م---‎ “(3x-[)+ 
3 )31-][+ ع‎ 
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4 جد تكامل ما يأتي : [reid‏ 


g=x 3dh=e'dx 
 dg=2x hae 
: والآن‎ 


[ed =ye"- |02 + 
= e" -2e(x-l)+c 

= e" xe" +e" +c 

= ¢" (x -2x+2)+c 


| 


[ra'd ih جد تكامل ما‎ -5 
dh = و "ي‎ g=x لیکن‎ 
h=xlin)-x+c 9:. dg =dx 


بعد إجراء التكامل حسب الصيغة (21) 


[ier =[ina)~x]- me) xk +e 
n) ee 





= x’ (im)- x* - 





0-7 + +40 





u 
j 





1 1 


~inx)-—+ 
1 


bd 1 بست‎ 


وهي نفس الصيغة لو أجرينا التكامل مباشرة حسب الصيغة )22( 
نارين )1-4( 
جد dad‏ التكاملات الآنبة باستخدام التكامل hol‏ 


dx 


wrx 


picasa 


y 


el 








1 tk l 
(x +4) 


l‏ الفصل 
(3x - Sy -6 17‏ 
of‏ ليك ‘ 
(x +1\x-3)‏ | الأول 


م 
Jalil 110‏ المضاعف Multiple Integration‏ 


È 
0>1>/ بحدود المسافة‎ f(x) بالنسبة للدالة‎ | f(x)dx : بحدد تکامل‎ 


وبنفس الطريقة بحدد التكامل المضاعف : fsa de‏ بالنسبة للدالة f(xy)‏ 
R‏ 


بحدود المنطقة المحددة ( ۸ ( بالمستوى x,y)‏ ويعرف تكامل f(x)‏ بالمساحة؛ أما 
التكامل المضاعف Gad‏ بالحجم كما gue‏ فى الشكل رقم )1-6( بافتراض كون الدالة 
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f(x,y)‏ موجبة فوق المنطقة (R)‏ أما الحجم المحسوب ghd‏ تحت السطح f(x,y)‏ = 2 وفوق 
المنطقة (R)‏ في المستوى (xy)‏ 





إن حساب التكامل المضاعف ينم عن طريق التكامل الجزثي المنوالي وهو عكس عمليات التفاضل 
الجز. أي عند حساب التكامل المضاعف Mal‏ ذات متغيرين مستقلين يفترض تغير احدهما وثبات الآخر 





0 
"i 

J 
1 


ومن ثم يتم تكامل الدالة الجديدة بالنسبة للمتغير الآخر . أي حسب الصبغة التالية : 
٠‏ م dy‏ (5,2)/ ]| أوحسب الصبغة الأكر ads‏ 


R 


[f fes) ay ar 


| 
| 
| 
x} |‏ 
| حبث أن a, b‏ ثوابت . ويمكن US‏ الصبغة الأخيرة GIS‏ : 
eis)‏ 
Cy f(x,y) dy dx |‏ )1-9( 
| ولحساب تكامل f(x,y)‏ يتم Vel‏ جزئياً بالنسبة للمتغير و ويحسب لنهايات معينة. 
| | وتكون النتبجة دالة × والتي يتم تكاملها بالنسبة للمتغير ‏ محسوبة النهايات معينة أيضا. 
| ونجدر الإشارة إلى أن التكامل يتم من الداخل إلى الخارج ولهذا فان الإشارة الأولى 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





للنكامل تعود إلى آخر عملية للتفاضل وهكذا. كما يجب الإشارة إلى ضرورة حذف المتغير الذي تجري 


عملية تكامله من التكامل المتبقي نهائياً 


lex 7 

[ [> dy dx (1 
٣ Vv 

بإعادة الصاغة Jasi‏ على : 


[ [od dx 
¥ 
: ثابت‎ x عملية التكامل من الداخل إلى الخارج بافتراض‎ Las الآن‎ 


0 ax 


Jail fol 
ويظهر أن التكامل أصبح (4 ) 1 وبذلك تكون الخطوة التالية هي حساب قيمة التكامل عندما الأول‎ 


تكون y‏ محددة بالقترة ( (a,x‏ 





[ke-r 
= - dk 
US وبالإمئان حساب قبمته‎ f(x) التكامل‎ mol والآن‎ 


_l 5 | i 


3 4? 
5 t 5 5 1 | 
=|= ly -= 1 -[-(0) -—(0)' 
ai 1-0) z0] 
l 
a On 
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| ] +24 are 
. ثابت‎ x fb نبدأ عملية التكامل‎ 
= ]]:)2(+2)2(-)0(+200([ 


1 


والآن تكامل بالنسبة إلى × لنحصل على : 


= “ر‎ + dali 


=[(I)' +41)]-(0) 
=5 


| 





[ [x aay (3 


7 
(cob y (بافتاض أن‎ ] 1 





O ےھ د‎ | | 2 | 23 | 2 ë 26: ë 221 کے‎ ë E 5 53 كت‎ 





(fn aa 


-1| Fa 
ثابت)‎ , alsa) | >| dr 





p'er- ay 
ù 


2 4 


pe -y-2y-y) dy 


7 


por ; "= J) m 


ارين )15( 
حدد قيمة التكاملات المضاعفة الآنية : 
(x= y)dxdy -1‏ [ [ 
HEE‏ 
TEZE‏ 


0 كم‎ oy 4 
Í, j x ydvdy 4 
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الفصل الثاني 


النكامل 
ونطسقاته الاقتصاديه 
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التكامل وتظسقاته الاقتصادية 


التكامل وتطسقاته الاقتصادية 


0 


ذكرنا في الفصل الخامس عند استعراض التحليلات الكمية للظواهر الاقتصادية باستخدام حساب 
التكامل بان التغيرات التي تطرأ على المتغيات المستقلة في أية دالة lly‏ تؤثر على المتغير المعتمد Ley‏ 
تكون مباشرة أو تأخذ صيغة المتوسط أو الصبغة الحدية . وان الصبغة الحدية يمكن أن تستخرج عن 
طريق إجراء التفاضل كما كن معرفة الدالة إذا كانت لدينا الصبغة الحدية ليا بغض النظر عن الثابت 
الذي تحتوبه وذلك عن طريق إجإء عملية التكامل للدالة الحدية والفغرات التالية تعطي عرضا" لبعض 
التحليلات الكمية الاقتصادية مساعدة ما بقدمه فن التكامل , 


~~ 


عندما تعطى دالة التكاليف بصيغة y= f(x):‏ حيث أن y‏ تمثل التكاليف الكلية و() هي 
الكميات المنتجة والمسوقة من سلعة معينة . فان متوسط التكاليف يكون: 


y_ fe) 
x X 


أما التكاليف الحدية ) (MC‏ فهي: 
dy |‏ 
=f" (x)‏ )21( 
J'i‏ 7 
ويبدو واضحاً بأن f(x)‏ ما هي إلا مشتقة الدالة (y)‏ بالنسبة إلى (x)‏ وقد نحتاج أحيانا للبحث 


عن f(x)‏ مبتدئين ب (3)"/ أي إذا أعطينا f'(x)‏ وطلب منا إيجاد lad f(x)‏ العمل عن طريق 
إجراء تكامل الدالة (:1)'/. بالنسبة إلى (x)‏ لنحصل على: 


y= f(x) كك‎ 


(2-2 
دن‎ sate 


29 





| 
| وحيث أن c‏ بأخذ قيما عديدة غير محددة WH‏ سنحصل على مجموعة لانهاية لها من دوال 


التكاليف, ولتفادي مثل هذه المشكلة وحيث أن الهدف هو معرفة دالة التكاليف المعنية لهذا ينبغي ذكر 
الشرط الأولي : أي تحديد مقدار (») الذي يعني في الدالة أعلاه مقدار التكاليف الثابتة أو التكاليف قبل 
التشغيل أي مجموع التكاليف عندما تكون: 1-0 

دعنا نتناول أمثلة توضيحية : 

(te | 

| كانت التكاليف الحدية كدالة للوحدة الواحدة المنتجة من السلعة () IS‏ : 


MC = y= 2-02-0056 | 


| جدذالة التكاليف الكلية إذا علمت بان التكاليف الثابتة كانت )25( وحدة. 
whl‏ 














y = [(0.2-0.036x) dr 
=02x-0.018 +c 
ويكون لدينا:‎ y= 25 فإن‎ x= 0 والآن عندما‎ | 
25=0.2(0)-0.018(0)? +c 2 
tea 


وبذلك نحصل على ذالة التكاليف الكلبة بصبغتها الكاملة GIS‏ : 
y=25+0.2x-0.018x"‏ 


وجد مدير الإنتاج في إحدى المصانع أن Ub‏ التكاليف الحدية لإنتاج وحدة واحدة من السلعة )1 
VS )‏ : 
| 
| 


هع == م ١‏ قف امه | zc | ia‏ 





التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


MC = a. y=8+l5x-2x° 
dx 
وحدة.‎ ) 42 ( aol إذا كانت التكالف‎ Sal متوسط‎ Alig التكاليف‎ alls جد‎ 
y= [(8+15x-2x') da 


=8x+75x°-O.5x' +‏ 
وغندما تكون 0 = × فان y=42‏ وليذا OB‏ 42 = وحدة 
إذن : 
م05 - y=4248x4+ 75x‏ 
aleg‏ فان دالة متوسط التثاليف تكون : 


y 42 


== — 48+ 7 5-0 و5‎ 
X Xx 


Revenue العائدات‎ 23 


عندما تكون دالة الطلب بالصبغة الأنية : 
p= fq)‏ (23) 
حيث أن ( م ) هو سعر الوحدة الواحدة من المنتجات ( و ). ومن دالة الطلب يكن استخراج 
alls‏ العائدات (B)‏ على أساس أن : 


- 4(4) 


أما دالة العائدات الحدية بالنسبة إلى الطلب (q)‏ فهي مشتقة دالة العائدات بالنسبة إلى (و) أي 


(2-4) 


ان : 


(2:5) R= = - R'(q) 
dq 
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وإذا كانت في متناولنا دالة العائدات الحدية فيمكن عن طريق إجراء تكاملها أن نحصل على دالة 


| العائدات منسوبة ل (q)‏ كما يأقي : 
| 


R= | R(q)dg 
= Riq)+c 
وتبقى لدينا مشكلة للقدار الثابت () في دالة العائدات والذي ينبغي أن يحدد طبقا للشرط‎ 
الوحيدة وبا كانت العائدات نساوي صفرا عندما لا تكون‎ Mall الأولي كي تكون الدالة المستخلصة هي‎ 
. عندما 4-0 في دالة العائدات‎ c= 0 لذلك يمكن اعتبار قيمة‎ (q - 0( مبيعات أي عندما‎ il هناك‎ 

كما بنبغي ملاحظة أن متوسط العائدات أو ما يسمى بعائد الوحدة الواحدة ما هو إلا سعر 
الوحدة الواحدة ( م ) ولهذا فان منحنى متوسط العائدات ومنحنى الطلب متطابقان أي أن : 

R 
q 


(2-6) 


p= ظ‎ 


قق iol)‏ بعض الأمئة : 


مثال )1( : 
أشرت عائدات إحدى المزارع دالة عائدات حدية JIS‏ : 


dR 
—=10-39-q° 
ia 34 -4 
والمطلوب إيجاد ذالة العائدات ودالة الطلب؛‎ 
R= | R(q) dq = |(10-3q-q°) ظ به‎ 
J,1, 
109-54 -34 +¢ 


وعندما تكون q=0‏ فان R=0‏ وبذلك تكون c=0‏ 








5 


O 2ه‎ | ia | امه‎ G ١ هع == م‎ 











التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


إذن دالة العائدات الكلية هي : 
fai‏ 
R 104-74 “39‏ 


أما دالة الطلب فبي: 


Ryd HFF 


q4 424 %4 


3 l, 
ar ar 


ونشير هنا إلى أن Jis (P)‏ السعر . 
أعطبت دالة العائدات الحدية لإحدى المنشات بالصيغة الآتبة : 
a‏ 
dg q+b‏ 
حيث أن q‏ شي الكميات المنتجة والمباعة و ( (a,b, k‏ ثوابت والمطلوب إيجاد دالة الطلب : 


a 
]دم‎ 
Ree 0 


R= aln(g+bh)-kg+e 
R=pq من خلال العلا‎ LoL دالة الطلب فتستخرج كما ذكرنا‎ Lal . العائدات‎ dls هي‎ TET 
: تمثل السعر أي أن‎ p وهنا‎ 


R 
p=— 
0 


جوم" 
q q‏ 
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وحيث أن 0 -ء لأن 0 =۸ عندما 0 - و 


| 

| 

| 

l 

ton [ea 

| كانت ذالة العائدات الحدية في معمل للإطارات بالصورة الآنية : 

gi =9-6g+q° | 

dq 

| جد دالة العائدات وذالة الطلب ما هي الحدود الني وضعها المعمل على إنتاج ونسويق إنتاجه ( 
(q‏ 

sal | 

R=(3-4q+q° )dg | 
= a + + | 
7 

| 

| 


a 1 
ia R=3q-2g° +4 


Ll‏ دالة الطلب فتساوي ؛ 





p= = 3-2 + 


وهكذا يبدو أن الحدود التي وضعت على q‏ هي أن تكون : 
3 »> <0 
لأن 0 = و ليس لها معنى اقتصادي Lal‏ 3 = و فيؤدي إلى أن تكون نتيجة الطرف الأيسر في دالة 
السعر صفرا وبذلك يكون 0 - م وهذا غير ممكن. 








a 





التكامل وتطسقاته الاقتصادية 


| التكاليف والعائدات والأرباح الحدية 
(Marginal ( Cost , Revenues and Profits =‏ 

يمكن استخدام التكامل في تحديد الأرباح الكلية بافتاض وجود سوق المنافسة التامة حيث أن 

الأرباح تعظم عندما تتساوى العائدات الحدية مع GIGI‏ الحدية MR=MC)‏ ). ولهذا فان الأرباح الكلية 

هي تكامل الفرق MR‏ و MC‏ منذ بدء الإنتاج ( الإنتاج -0 ) وحتى تبلغ الكميات التي تكون عندها 

الإرباح فى أقصاهاء أي أنها تكامل الأرباح الحدية (TM)‏ ضمن مدى الإنتاج أعلاه. كما في الشكل رقم ( 


(2-1 





: نستعين بالأمثلة‎ bes 
إذا كانت لدينا كل من دالة العائدات الحدية والتكاليف الحدية كما في الصبغة الآتية والمطلوب‎ 
استخدام هاتين الدالتين لإيجاد مستوى الإنتاج الذي عنده تحقق المؤسسة أقصى الأرباح ومقدار الأرباح‎ 
عند هذه النقطة.‎ ALS 
MR = 40-39 - “0ه‎ 
MR=10-2g+q° 
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| 

| 

| 

TE 

sal | 

| من الواضح أن الأرباح الحدية ( ١‏ ۳ ) أي gail‏ الأرباح تتحقق عندما MR-MC‏ أو عندما MR-‏ 
MC=0 |‏ كما فى الشكل ( 2-1 ) ولهذا فإن: 

Mr = MR- MC =(40-3g -2q°)-(10-2g +q?) =0 E 
=30-q-3¢ =0 ظ‎ 
=(3-q)10+ 3q)=0 | 

٠. 0-13 | 
| 


Ve التجةاللبة‎ Jag = j 


df 3 ١ 8 `‏ : . 
والآن لدينا دالة الأرباح الحدية (7M)‏ أي لدينا Fm ai s‏ وان مشتقتها الثائبة 


1 تؤشر لنا فيما إذا كانت الأرباح في حالة تعظيم أو إقلال بالنسبة لقبمة معينة من (q)‏ وذلك: 


Ër 
7 2-1-4 
dy bq 











d'r dr o |‏ 
: وعندما يكون مستوى الإنتاج ( (q=3‏ فإن : p Mih‏ أي أن : _ 
| ولهذا فإن الأرباح تكون عند مستواها الأعظم عندما تكون 3= و أما الأرباح الكلية فتستخرج 
| بإجراء نكامل لدالة الأرباح الحدية في gall‏ ما بين )0-3( وكما GL‏ 
| : 3 
| | الأياحالكلية: t= J, (30 -q-34°)d‏ 
of |‏ ,1 
30q-=4" -4 |‏ = 
| 0 
| 
| 
| 
i‏ 
| 
| 
| 
| 
| 





ia 


التكافل وتطسقاته الاقتضادية 


= 0 - ~(3) -į | wo - “0 - on 





شكل رقم )2-2( 


لغرض gud‏ عملية رسم الشكل )2-2( افترضنا بأن كل )10( وحدات من و تقايل وحدة واحدة 


من „TMR, MC, M‏ 
إن غملية استخراج الأرباح الكلية هي dies‏ إيجاد المساحة تحت المنحنى 
30-4-3 =4 وذلك عن طريق إجراء تكامل الدالة (A)‏ بين الحد الأدنى والحد الأعلى 


للإنتاج @( أي بين 453؟>0ويبدو واضحاً أن المساحة المظللة (abm)‏ هي Si‏ 
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من نصف المساحة (bam)‏ حيث أن abn) ba‏ هندسية وأن slabs)‏ الأعلى لإتاج (و) l‏ 
am = 30‏ عندما q=0‏ وعلى هذا الأماس قان مساحة Uy abnm = abxam = 3x30=90‏ كانت 
adm = 585‏ حسبيا ورد في الحل لذلك نلاحظ عند مقارنة المساحتين في الشكل )2-2( بأن 


l 
| ظ‎ 


مثال [2): 

ظ وجد في إحدى المنشآت أن دالة التكاليف الحدية والعائدات الحدية PWC‏ 
MC =10-39+2q°‏ 
MR=50-5q |‏ 

والمطلوب إيجاد: 


)1( مستوى الإنتاج الذي يحقق للمنشأة أعظم ربح. 
( ب ) مقدار الأرباح الكلية على افتراض سيادة سوق المنافسة التامة. 


Ma = MR- MC = وذ -10|- (و50-5)‎ +24") =0 Do | | 
=40-24-2 =0 
=(5+g\8-2q)=0 

انهمل)5--7أو 0-4 

Dh‏ لى فيه إذا كانت دال اأرباح عند مستواها على أو الأدن عندما تكون 4 - و وذلك: 
dMx‏ 
qs‏ 

=-2-4(4)=-18 











هع == م ١‏ قف امه | zc | ia‏ 


التكامل ونطسقانه الاقتضاذث 








اا . . d7‏ 
.ای أن : (ا> - 
dq 1 dq‏ 
ولهذا فإن دالة الأرباح تكون في مستواها الأعظم عندما 4دو وإذا ما كاملنا دالة الأرباح الحدية 


<() 


(q) الأرياح الكلية )77( المحصورة دن (4 ,0) من وحدات الإنتاج‎ ls على‎ Jasi 


î = | (40 - 1g -24° (4 


- 40-0 -7q 
3 | 


كانم 


1 


3 
J 


O13 


كما موضح في الشكل رقم }2:3 ( 





شكل رقم )2-3( 


| وواضع lal‏ أن المساحة المظللة 101.3 = سف وقد حصلنا عليها بإجراء تكامل لدالة الأرباح 
الحدية بين )0,4( من الإنتاج (ه) ويلاحظ lad‏ ولأجل التدقيق السريع أن: 


1033< 00> 
بحثنا في هذه الفقرة العلاقة بين العائدات والتكاليف والأرباح في حالة كون التكامل غير محدد lal‏ 
إذا كان التكامل محدد YB‏ بعض العملبات الرياضية قد تحتاج إلى بعض الإيضاح. وقبل أن نبدأ العمل 
ai‏ نذكر بأن المنتج يحصل على أقصى الأرباح في ظل المنافسة التامة إذا تساوت كل من التكاليف 
الحدية مع العائدات الحدية (MRMC)‏ وعلى هذا الأماس فان مجموع الأرباح تستخرج من عملية 


| 


تكامل الفرق دين العائد الحدي والتكاليف الحدية ( MR-MC‏ ) ابتداء" من لحظة كون الإنتاج يساوي 
صفرأً إل الكمية التي تكون عندها الأرباح في gal‏ مستوى لها 
30 رد يكون من المفيد تناول بعض الأمئة: 

Ñ- 





5 | جد النقطة التي يكون عندها الإنتاج بمستوى بحقق أقصى الأرباح إذا كان العائد الحدي 
| واتكاليف الحدية كما في الصيغة A‏ 
MR =14-3x-3x°‏ 
MC =8-2x-2x°‏ 
كي يحقق gail quill‏ الأرباح عندما 
MR- MC =0‏ 





التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


وبإعادة الصماغة: 
x +x-6=0‏ 
(x+3\(x-2)=0‏ 
إما x-2=0‏ أو x+3=0‏ 
= 3--1.. ( تهمل ( 
والآن bob‏ بأن المشتقة الأولى للدالة (MR-MC)‏ ما هي إلا المشتقة LEN‏ لمجموع الأرباح وإن 
إشارة هذه المشتقة تشير إلى ما إذا كانت الأرباح في أقصاها أو أدناها لكمية معينة من الإنتاج (x)‏ لنتابع 


الحل: 
ضع للاختصار MR-MC=y‏ 
n y=6b-x-xX‏ 
EET‏ 
wA}‏ 
wer‏ أن: MR =14-3x-3x°‏ 
R= (14-31-3)‏ 
oe‏ 
“R=ldy--x -x +e‏ 
1 
MC=8-2x-2r 4‏ 


C= |)8-2:- 22 idx 
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Caber -Ente 
: الأرباح ( 8 ) هي‎ My 
P=R-C =(Idr-3 -x +¢)-(8x-x° =+ 
P= oe a 
2 3 
Z =6-x-x7 =(MR- MC) 
dx 
والآن:‎ 
1 
sh وهكذا نلاحظ‎ 
d d°P 
~(MR-MC)=— 
7 ) dx" 
( lel كما في‎ )x=3 والآن نواصل الحل: با أن‎ 
dP 
— =-1-2(2) 
=-5<() 


إذن تكون الأرباح في أقصاها عندما يكون الإنتاج ( 3 Lal (x=‏ مجموع الأرباح فيكون: 


TP = | (6-x-x°)dr 


| 








التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


(2)°-(0) 


bdag‏ النتبحة تدلنا على di b‏ اختصار كل العمليات edly dila‏ هن (MR-MC) dls‏ ون 
ثم إجراء تكاملها للحصول على الأرباح الكلية (TP)‏ مباشرة بعد تحديد مستوى الإنتاج . 
j i‏ 1 | 
إذا كانت العائدة الحدية والتكاليف الحدية كما مبين في أدناه . جد مستوى الإنتاج الذي يحقق 


chil مجموع‎ Daw الأرباح واستخرج‎ sal 


MR = 20 - 2x 
MC =x -8x+20 
MR-MC=0 gi 
MR - MC = 20-2x-(x° -8x +20) =0 
=-x+6x=(0 
x(-x+6)=0) 
-x620 l| 
.. 1-60 
) لا معنى للتحليل إذا كان الإنتاج صفر‎ ai أو 0= ×( تهمل‎ 
Vy 
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^ MR-MC)=-2x+6 
d 


6+)2(6- = 
|> -= 
إذن تكون الأرباح في أقصاها عندما يكون الإنتاج )6 lal (x=‏ مجموع (TP) pL MI‏ فهي : 


6 


TP = Í (<x? + 4 


ترو ړا 
3 


0- )36+ -= 
home‏ 2+08-= 
1 36= 
ا 
توصلت إحدى الشركات إلى دراسة تفيد بان كل وحدة حاسوب تضيفها إلى الوحدات القائمة تؤدي 


ةق ا — اهمه =— |  _‏ ڪڪ | — — 











ظ إلى الاقتصاد في الوقت (الأخطاء بموجب المعادلة الآنبة :11 + “31 MR=‏ حبث أن (x)‏ تشر إلى عدد 
| الوحدات المضافة أما كلفة إدامة وصيانة وحدة الحاسوب فهي : 2 + 4:3 - MC‏ حيث تشير (a)‏ هنا 
| | إلى عدد الوحدات المشافة أيضا". ولأجل تعظيم Glo‏ العائدات C)‏ - 8) فما هي عدد الوحدات التي 
أ | بنبغي إضافتها وما هو مقدار الاقتصاد في الوقت والأخطاء . مفترضين أن كل من المنحنين R‏ و © مستمران 
l |‏ 

| 

MR-MC > : دع‎ | 

| 

| 

| 

| 

| 

| 








—_— — = ë 


التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


13x? +11 -(43° +2)=0 
-y +9=0 
: وبإعادة الترتيب ينتج‎ 
1-9-0 
“Ax-3\ xt 3)=0 
=3 
(ag) = -3 أو‎ 


K ly 


(MR- MC)=-2x 


'. تكون العائدات في أقصاها (وهي الاقتصاد في الوقت والأخطاء) عندما يكون عدد الوحدات 


المضافة (3-3) والآن يكون مقدار العائد (TP)‏ كما يأني : 
TP = (x +9) dt‏ 
6 )?+ «-) || = 
4 3 | 
“bx +9x],‏ 


=-33)'+93)-(0 
=-9427 


=18 


/1 


وهكذا نظير النتائج بأن من مصلحة الشركة إضافة )3( وحدات حاسوب إلى أجهزئها وتحصل على 
gall‏ فائدة من استخدامها في تقليل الوقت والأخطاء حيث تقيم هذه الفائدة ب(18) وحدة نقدية . 
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يقصد بالاندثار الانخفاض في dad‏ الموجودات الثابتة من جراء الاستخدام والتاكل. وتقوم المنشآت 
dale |‏ برصد alle‏ سنوية نسمى مخصصات الاندثار لغرض تعويض هذا الانخفاض في dad‏ مجوداتها e‏ 
ونحسب هذه المخصصات السنوية بطرق عديدة أما معدلاتها فتخضع Lal‏ لحسابات خاصة تعتمد على 
طبيعة الموجودات الثابتة وظروف تشغيلها والوسائل doll)‏ لصيائتها. ومن التطبيقات السائدة لتقدير 
fail‏ هي حساب معدل الاندثار كدالة للزمن بعد تحديد الفترة التي تصلح فيها الآلة للاستعمال 
والتشغيل. وتأخذ الدالة المذكورة الصيغة LN)‏ : 

| 





(2-8) D=fe' 
أساس اللوغاريتم الطبيعي.‎ fe) هو معدل الاندثار, () الفترة الزمنية.‎ (D) حيث أن‎ 
: GUS (D) بإجراء تكامل للدالة‎ (T الاندثار الكلي بعد فترة زمنبة‎ dad وعلى هذا يمكن حساب‎ 





2 
a) TD=| ted‏ 
وعند حساب قيمة أعلاه بطريقة التكامل بالأجزاء نحصل على 
fredi = fede’)‏ 


-_ -feat ١ 


- -2| e'tdt 





التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


= Fe —2(te' - |) 

=2 -Jte'-¢) 

=2 (° -2+2)+C 

وف ضوء ذلك وبعد مرور الفترة الزمنية للاندتار OB (T)‏ قبمة الاندثار تكون :- 
=e' (T° -27 +2)-e"(0-0+2)‏ 
(T° -27+2)-2‏ '¢= 
والآن لنأخذ JEMI‏ التالي :- 
اشترت إحدى المؤسسات حاسوباً وقدرت عمره الإنتاجي ب(10) سنوات احسب مجموع الاندثارات 
التي ستتحملها المؤسسة خلال الفترة أعلاه إذا كان معدل الاندثار بحسب وجب المعادلة الآنبة :- 
D=tedt‏ 
i‏ 


TD = | e'di 


i 
=e" {10° -2(10)+2]-2 
= 22026.5[100-20 +2]-2 
= 22026, 5(80) 
= 1762120 
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الدخل القومي والاستهلاك والادخار 
National Income Consumption and Saving‏ 





تناولنا في الفصل الثاني دالة الاسنهلاك بشكلها الخطي وذلك كون الاستهلاك دالة للدخل القومي. 
c= f(y)‏ )2-10( 
ظ حيث le)‏ هو الاستهلاك الكلي و (y)‏ مستوى الدخل القومي وعلى هذا الأماس فإن الميل 
| الحدي للاستهلاك ما هو إلا المشتقة الأولى لهذه الدالة. 
“f0‏ )2-11( 


| وعلى افتاض أن الدخل القومي هو مجموع الاستهلاك والادخار أي أن : 


y=ct+s 
S=y-c و‎ 
ds dy de... 
a: ولهذا فإن‎ 
dy dy dy 
om =1-8 
ظ‎ 27 


وإذا ما أعطينا ally‏ ليل الحدي للاستهلاك فبالإمكان الوصول إلى مستوى الاستهلاك الكلي عن 
wian‏ تكامل الدالة المذكورة بالنسبة إلى (y)‏ وذلك : 


c= ])7(4 


= fly)+k 


ولغرض الوصول إلى دالة استهلاك معبنة وليس دوال متعددة لذا يجب أن يتوفر الشرط الابتدائي 
الذي يحدد لنا (k) dad‏ مع ملاحظة أن k)‏ )هنا هو الثابت عند إجراء ilas‏ التكامل وقد وضعناه بدلا 


)2-13( 
| 
| 
من Ce)‏ الذي اعتدنا عليه في عمليات التكامل لأجل يزه عن (») الذي يرمز للاستهلاك الكلي في المعادلة 

lel (2-10) 





8 


چ ھھھ ص ةق ق ق ص ق ڪڪ || ق َك تت | ق ڪڪ <i‏ كا ||| et! i:‏ 











| 


1 


الال“ 








التكافل وتطسقاته الاقتصادية 
مثال (1): 
حدد sol‏ الاقتصاديين اليل الحدي للاستيلاك (ملاين الوحدات النقدية) DU‏ 
1 
207429 © 
dy‏ 
وعلى افتراض أن الاستهلاك يكون )10( إذا كان مستوى الدخل القومي )0( احسب دالة لاستهلاك 


] 
c= [07 +2 dr 


E 
=0.7y+—y* +k 
3 
C=10y=0 leask= 10 وحيث أن‎ 


ولهذا إن دالة الاستهلاك الكلي هي : 
4 
c=10+0. TE‏ 


تشير الإحصاءات في أحد البلدان بأن Jul‏ الحدي للادخار كان 0.2 وعندما يكون مستوى الدخل 
القوهي صقرا" فأن مستوى الاستهلاك يكون (12). جد دالة الاستهلاك. 


ds de i 
1 أن:‎ ly 


a 


ص 
pe‏ 


de. 
ga a وبإجراء تكامل الدالة‎ 


| 
| 
| 






c= [084‏ 
=0.8y+k‏ 
وحيث أن 12 c=‏ عندما 0 y=‏ لهذا فإن ket?‏ إذن دالة الامتهلاك JON‏ تكون: 
c=12+0.8y‏ 
مشال (3): 
قدر all‏ الحدي للادخار Gb‏ 
N‏ 
6y?‏ 


| جد دالة الاستيلاك مع العام أن الاستهلاك الكلي يبلغ )24( عندما يكون مستوى الدخل Njo‏ 
= الجوابا: 


التكامل وتظسقاته الاقتصادية 


1s 
04+- Sdp 
6 
1 
=()4y+—yi +k 
2 
: تصبح دالة الاستهلاك بالصبغة الآثية‎ Wag k= 24 وحبث أن 24 =ء عندها 0 = و لذلك تكون‎ 
| - 
0- 4+0 مرح + و4‎ 


== 


Consumer Surplus فائض المستيلك‎ m 


يقصد بفائض المستهلك (es)‏ الفرق بين مقدار النقود التي أعدها الفرد كي يدفعها مقابل كمية من 
سلعة معبنة ومقدار النقود التي دفعها فعلاً. ومبعث ذلك: إن الفرد يحتفظ في ذهنه Gila‏ بسعر (تمن) 
معين يرغب بدفعه لقاء اقتناءه سلعة من غير أن يعود من السوق بدون شرائها. 

ولهذا فأن درجة الإشباع التي تفاس بالسعر الذي برغب الفرد بدفعه هي عموما" اكبر من السعر 
الذي يدفعه في السوق Usd‏ 

وها كان المستيلكون بختلفون في تقسيمهم لدرجة الإشباع المستحصلة من سلعة معبنة شل (q)‏ 
لذلك يرغب المستهلكون بدفع أسعار مختلفة عن السلعة المذكورة مما يؤدي إلى رفع منحنى الطلب في 
السوق وهذا Liss‏ عندما يكون هناك مستوى طلب معين على السلعة (4) ولنقل انه2 فأن هناك بعض 
الإفراد الذين يرغبون بدفع السعر 2م لشراء السلعة المذكورة « (لبعض الأخر مستعدون لدفع أكثر من 
السعر p2‏ كما في الشكل رقم (2-4). 


1 





فعندما تباع كمية مقدارها ,و من السلعة في السوق فأن مقدار قائض الإشباع لجميع المستهلكين 

5 | هو المساحة ,م b‏ دمع الإشارة إلى أن النقطة a‏ يمكن تحديدها عندما يكون 0= و ولهذا فأن الإشباع Ke‏ 
"| قياسه بلغة السعر لجميع المستهلكين المعنين بشرائها 

مذكرين إلى أن المساحة ,م a b‏ كان قد تناولها الفريد مارشال ٠‏ وأسماها بفائض المسنهلك وقد 

سبقه المهندس الفرنسي AJ.Dupuit)‏ )1866-1804( في الإشارة إلبه. أن صيغة فائض المستهلك تظهر 





41 
(2-14) CS = lf (q)dq - 42 : يساوي‎ 
Û 


() الفريد مارشال fred Maral)‏ : )1924-18-40( اقتصادي إنكليزي درس الرياضيات ويعد ذلك اتجه لداسة الاقتصاد ولعم بحوثه تطويره 
لمفاهيم الافتصاد pd‏ الني لازالت ذات قبمة غالية في مبادئ الافتصاد » Sa Jag‏ أخرى في القيمة والنقود والتجارة وغبرها 








التكامل وتطبيقاته الاقتصادبة 


Ce‏ أن fig)‏ هي dlls‏ الطلب ويظهر فائض المستهلك بمجرد إجراء التكامل و الحصول على 
المساحة تحت المنحنى بين )0,9( ومن ثم طرح المساحة التي تمثل قبمة الكمية من السلعة المشتراة 
Usd‏ من ذلك والمتمثلة بالشكل ,مط ,وه واختصار igp)‏ 
إذا أعطيت دالة الطلب على سلعة معبنة بالصبغة ASV)‏ 
p= 20-7‏ 


جد فائض المستيلك عندما: ped‏ 








2 اد 1 
لاستخراج الحل نلاحظ أولاً ما JL‏ : 
Cur‏ أن pa‏ لذلك قان : 
2q,‏ -20 = 
,4=20-24 
g,=8‏ 
فائض المستهلك يساوي : 
E‏ 
cs= [(20-249)d4 -qp‏ 
1 
(8)4)-0 :0 -209 = 
32-])0(- )8( -)20(8[= 
cs=64‏ 
كما بظهر في الشكل رقم )2-5( 
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شكل رقم )2-5( 


ويمكن الحصول على فائض المستهلك فى Mel JEU‏ هندسيا" مستفيدين من العلاقة الخطبة 
: لمعادلة الطلب فعند إعادة رسم الشكل البياني بعد إجراء بعض الإضافات التى تسهل العمل كما في الشكل 
| رقم )2-6( 











التكافل وتطسقاته الاقتصادية 


ومن الشكل أعلاه يلاحظ أن فائض المستهلك هو المساحة المظللة والتي تغطي المثلث 
p‏ 8 ص وهذه المساحة تساوي: 
cs=Aq b p,‏ 
وحيث أن : p‏ 8 6 يمكن استخراجه في ضوء المعلومات المعطاة وهي : 
an = 20-2(0)=20‏ 
عندها : 0 12 في معادلة الطلب , 


وما كانت : 4 = np,‏ 


ap, =20-4=16‏ 
كبا لدينا: 
5 - نرم = ng,‏ 
p‏ 
(pap,‏ = رم “Aa b‏ 
6ا8 - 
> 
“CS =64‏ 
وهي نفس النتيحة . 
إذا كانت دالة الطلب بالصيغة الآتية:- 
p=39-q°‏ 
جد فاض المتهلك إذا كانت < = 4 
2 
gi 7‏ 
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فائض المستهلك = 


j 
os [09-4 14-205 


یوو 


3" g 

5 15; . 655 

2-0-2 

)0( واو > 





2 4 8 4 


كما في الشكل )2-7( 








الشكل رقم )2-7( 





a | 
1 عد‎ g go ia 
| 
z | 
, Í كم || سد‎ =z =z — | =z — سكم‎ Í a = =. — =z —z =, =z. —z — = 





التكامل وتطبسيقاته الاقتصادية 

إذا كانت ذالة الطلب على سلعة معينة بالصيغة ASY‏ 

-45-20 دم 
جد فائض المستهلك إذا كانت 5= . 
حيث أن 5- و 

np - 45-2)5(-)5( 
- ]0 

والآن : فائض المستهلك يساوي: 


fro- 


ü 


cs |)45- 29- رهزو‎ -(5)(0) 
1 


0 s 
fie 2 Las ع‎ 
[45q-g -74 -50 
ü 

س ورا قم عه 
30- )509 ')5(-)45(5= 


ELE 


كما في الشكل رقم )28( : 
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ظ شكل رفم )2-8( 
ظ 
3 | )4( : 
-36 دم 
احسب فائض المستهلك إذا كانت السلعة حرة أي بلا مقابل أي أن 0 ع م 
| 
إذاكان 0- ,م فإن 6= q = V36‏ 
ظ والآن : فائض المستهلك يساوي i‏ 
6 
cs= |(36~q°)- (640)‏ 
.| 
)0(- "367-74 = 
72-)36(6 = 
“c= 144‏ 


ويبدوا واضحاً أن المساحة تحت لمنحنى برمتها هي فائض المستهلك «المحددة 
ب[ Wis (aq,‏ لكون البضاعة بلا مقابل (مجاناً) كما موضح في )29( aba‏ 








Tó 
, Í —, =z =a —a_ — =a — سكم‎ —z ا‎ = =z —z =z —z =, =. —z —z = 





التكافل وتطسقائه الاقتضادية 





شكل رقم )2-9( 


في سوق الاحتكار Car‏ يتحكم gall‏ في السوق agii‏ بتحديد الكميات المعروضة والسعر الذي 
يحقق له أقصى الأرباح dy‏ سوق كهذا إذا كانت ذالة الطلب معروفة فبالإمكان حساب فائض المستهلك 
إذا كانت التكاليف الحدية للمنتج معروفة. 

تتحدد الكميات المباعة والسعر في ظل سوق الاحتكار بدالتي الطلب والتكاليف الحدية الاثبتين ٠‏ 


p=l12-q" 


Eiri 
dq 
على التوالي والمطلوب حساب فائش المستهلك.‎ 
كن اشتقاقها من دالة‎ (MR) وحيث أن العائدات الحدية‎ MR=MC الأرباح عندما‎ geil تتحقق‎ 
VS الطلب‎ 


E 


R=g(l2-g") 


=12q-q 
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„_ aR ' 
`~ MR=—=12-3¢° 
d 


MR=MC: والان‎ 
12-34 =4+2g 
3q° + 2g-8 =0 
)39-410+2( 


ولهذا فإن : 


والآن فائض المستهلك يساوي : 
y‏ 
cs= faa - 4 0‏ 
0 


| 
=129-- 
q 54 


IK 368 
27 
368 


“BEG 





4 64 368 


3 81 77 





| - 


ظ 
| 


| 
ee E em e aS aaah: حك‎ e اس حيس _ ابح‎ 






oo Lay التكامل ونطسقانه‎ 


كما موضح في الشكل رقم )2-10( 





شكل رقم )2-10( 


Producer's Surplus المنتح‎ 56 8-2 


ذكرنا فبما سبق بان دالة العرض p= lq)‏ ثبين مقدار الكمبات التي تجهز هن سلعة معبنة عند 
مستويان مختلفة من الأسعار وإذا كانت الكميات المجهزة من تلك السلعة مقابل السعر Py‏ شي Gy‏ 
فأن المنتجن الذين كانوا قد خططوا لتجهيز السلعة Mel‏ بسعر يقل عن سعر السوق ( ,7 ) فائضاً يسمى 
فائض المنتج لأنهم Llas‏ سببيعونها بسعر أكثر من السعر الذي خططوا له. 

وما يحققه المنتجون من sails)‏ المنتج) يمكن حسابه عن طريق استخراج dad‏ المساحة فوق 


منحنى العرض وتحت الخط p =p,‏ وتقدر هذه المساحة رياضيا بالصيغة الآنية. 


فائض انتج يساوي = 4( 4)/ ' | qipi-‏ = كم 


p= fig) أن دالة العرض هي‎ Cue 


| 

l 

| 

Pn. | 

| مثال (1): 

| إذا كانت Us‏ العرض لسلعة معينة في السوق هي :- 

p=4eq | 

| وكان السعر مثبت عند : 20 = Py‏ 

| جد فائض المنتج . 

| الجواب : 

p, =20 : أن‎ aus | 
و‎ 20-4 : 
q, =4 | 


: فائض المنتج‎ | 
a | | 
ps = رمرو‎ - | (404 Pe 


+ 
0 


= (44 20)- | (4+ 4 






i 


— وا 
kaii ar‏ 
)0(-)=+16(-80= 
ne 128‏ 
Ap :‏ 


كما مبين في الشكل رقم )2-11( : 


اك 
ee‏ ابح e‏ حك EEE e i e a EDE em e aS Saas:‏ 





التكافل وتطسقائه الاقتضادت 








شكل رقم )2-11( 


تتحدد الكميات المطلوبة والأسعار المناظرة لها في ظل سوق المنافسة التامة بدالتي الطلب والعرض 
‘ell‏ 
'م-24 -م 
P=6+3q‏ 
على التوالي . جد فائض المنتج المتحقق , 
يتحقق توازن السوق عندما : الطلب = العرض أي أن : 
M-q' - 6+3‏ 
39-18=0+ و 


(q+ 6q - 10 
(u ماودو ار مده(‎ 
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إذن يتحقق توازن السوق عندما : 3= ,4 
و5١‏ - '(3)-24 = p,‏ 
والآن : فائض pall‏ 


ps = (3)(15)- [ )6 + 16 


yy 
=45-|6g+=¢° 
Ç | 
63 
= 45-— 
2 
2 


2 
ويمكن الاستفادة من العلاقة الخطية لدالة العرض في حساب فائض المنتج هندسيا حيث يلاحظ أن 


| اللساحة المحددة ب 3(4 + 6) | ما هي إلا مساحة شبة لمنحرف ( 040 ) والتي نساوي : 





p 
mago = rhs +b,) 
6 = القاعدة الأولى‎ = b, 
15- القاعدة الثانية‎ = b, 
mage =$(346+15 
3 
==(21 
ار‎ 
= 





۴ = 
| 
| 
| 
| 
d 
| 





التكامل ونظسقاته الاقتصادية 
وحيث أن فائض المنتج = pam‏ ويساوي : 
papo- maqo‏ 
pago =1N3)= 45 ET‏ 
ا 68 7 
فائض n p= ` = pall‏ 


7 
أوهي نفس الننيجة) = 


أو يکن olas‏ فاتض المستيلك ونه فساحة aly Ap am‏ تساوي : 


T 


1 
p,m. pa Apam = 


كما مبين في الشكل رقم (2-12): 
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في سوق المنافسة التامة لسلعة ما كانت دالة الطلب ودالة العرض على التوالي ASS‏ 
p= 20-3‏ 
p=‏ 
احسب فائض المستهلك وفائض المج . 
الجواب : 
توازن السوق يتحقق عندما يكون: الطلب = العرض كما موضح في أدناه:- 
2 = "20-39 
0= 54-20 
0= )4- )5 





شكل رقم (2-13) 








== —z ا‎ —z =z, =z =a 


ھھھ 





=z —z = == =a = | =z =z — -_ 


التكافل وتطسقاته الاقتضادية 


: المنتج‎ eb 





ps = (28) ~ | (24) 
3 
“a l 
2 
19-2 
32 
3 


زهي المساحة a)‏ ) الموضحة في الشكل )2-13( 
أما فائض المستهلك 1 


cs = 0 - 3q% )dq - (2X8) 
= 20q-q'| -16 
= 2((2)-(2)' -(0)-16 


A= l6 
(2-13) الموضحة في الشكل‎ (b) وهي المساحة‎ 


Present Value iui ai! 92 


يعتير مفهوم القبمة الحالية للنقود مفهوما أساسيا" في نظرية رأس JUI‏ وتحليلات الاستثمار . 


ويقصد بهذا المفهوم حساب القيمة الحالية أو القيمة المخصومة لمبلغ معين من JUI‏ الذي سيتوفر في 
المستقبل . ولتوضيح ذلك لنأخذ الفرضية الآنية :- 


إذا كان معدل الفائدة السائدة )1( في المائة فان القيمة الحالة («المبلغ من امال يتوفر بعد 


سنة من الآن ورمز له (ao‏ تكون us‏ : 
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| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 
| ويمكن كتابة المعلالة JIE‏ : 
| | 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 


(2-9) y= 
a= wWi+i) 
وواضح من المعادلة أعلاه أن القيمة المستقبلية تساوي قبمة المال الحالية مضافا إليها الفائدة التي‎ 
معين حسب‎ JU أما إذا أردنا أن نحسب القيمة الحالية‎ . (yi) يستحقها هذا امال لمدة سنة واحدة أي‎ 
: من السنوات من الآن فان العلاقة المذكورة تصبع‎ (E) العلاقة )2-9( قيمته بعد‎ 
a ظ‎ 
(2-10) yy ظ‎ 

| وبشار في بعض الأحيان إلى () gh‏ القيمة المخصومة للمبلغ (a)‏ وإذا ما كانت الفائدة تدفع (a)‏ 
ا من المرات ف السنة وليس مرة واحدة ‏ فان العلاقة )2-10( تعاد كتابتها GUIS‏ : 











| 1 1 
(2-11) y = — 0 
Ía = 
(l+—)" E 

H | 3 


| حيث أن الفائدة التي تضاف لكل جزء من السنة هي (in)‏ وتحسب على أساس الفائدة السنوية 
ظ : i‏ 

| سياس ی و ی و 
مضروية في عدد سنوات الخصم. ولنفترض الآن بان الفائدة تضاف بشكل مستمر وليس بشكل متقطع في 

| 


نهابة كل فترة لهذا فان (m)‏ ستزداد بلا حدود ولغرض حساب القيمة الحالية في العلاقة )2-11( بصيغتها 


| المستمرة نعيد كتابة المقدار #(- + 1) كما بأق : 
n |‏ 
| 
ظ 
| 


| 
| 





i 
i 
i 
1 
| 
1 
| 
1 





التكافل وتطسقاته الاقتضادية 


o iyl 
(2-12) ١ + 4 
n | 


g j 


lim(l+ +)" =e 


ا[ اكور 
i .‏ ,| | 
زهي ننس » المستخرجة من المثدار (Its)‏ وحيث أن 56 + ) NAD leas‏ ويذلك 


بمكن إعادة كتابة العلا )2-13( FIE‏ "6 وعلى أساسها تصبح العلاقة )2-11( GS‏ : 


u -i 
(2-4) y=—=dae 
j p" 


ومن المبادئ الأخرى لنظرية رأس المال وتحليلات الاستثمار ذلك المبدأ الذي يعني بالقيمة الحالية 
لتدفقات المداخيل المستقبلية 5d,‏ ,0,4 حيث ممكن تحديد dad‏ رأس الال ل )١(‏ من المداخيل 
المستقبلية ,له..,1,2-!)  ,‏ با معادلة الآثية: 
alt‏ © 
مر )215( 
i] )1+ |‏ 
وعلى افتاض أن سعر الفائدة G)‏ يبقى Lob‏ خلال الفترة الزمنية المعنة.ومن العلاقة )2-11( 
Bally‏ (2-14) وبافتراض أن الفائدة تضاف باستمرار يمكن كتابة العلاقة (2-15) ل (a)‏ من الفترات 
الزمنية gS‏ 


95 


القيمة الحالية تساوي : 
pv = faltea‏ )2-16( 


= alt) f; eo" dt 
إلى دالة مستمرة للزمن )0( ويبدو الفرق واضحا بن حساب القيمة الحالبة‎ aft) حيث تشير‎ 
من الفترات الزمنية مستقبلا اعتبارا من الآن وبالصيغة ”0)10 والقيمة‎ (n) لمجموع أموال تتوفر خلال‎ 
الحالية لتدفقات مستمرة من الأموال المستقبلية خلال (ه) من الفترات الزمنية والشكل رقم )2-14( يوضح‎ 
أما الحساب الثاني فهو‎ ٠ = a عند النقطة‎ Gla لنا الفرق بين الحسابين حيث بظهر الحساب الأول‎ 
, )2-14( المساحة تحت المنحنى المبينة في الشكل‎ 





شكل رقم (2-14) 


بتناقص تدفق تيار من الدخل باستمرار عبر الزمن وذلك وفق نسبة هي 100 سنويا وخلال 
(ه) من السنوات من الآن . ضع صيغة رياضية لحساب قيمة رأس امال الذي Jie‏ هذه التدففان من 


الدخول من الآن وحتى )100( سنة إذا كانت نسبة الفائدة 5# سنوياً ونحتسب مرة في السنة. 








y 
a 

J 
z 





, — =z =i =a — =a =i == -a =z =z = کک‎ =z کک‎ =z. —, —: ك‎ 


التكامل وتطسقاته الاقتصادية 


القبمة الحالية تساوي : m=y= fatne "di‏ 
Cus‏ أن رأس a= SUI‏ 56 1 ,100 = ۸, 
“pv = 0 [em "dt‏ 
ed‏ )100 = 
ومن التطبيقات المهمة للقيمة الحالية هو استخراج قيمة الأرض ممقارنتها بسعر الفائدة السائد 


وذلك باستخدام الصبغة AN‏ 


R 8‏ . 
قيمة الأرض تساوي؛ = = LV‏ )2-17( 


حيث أن ( 1۷ ) نشير إلى قبمة الأرض و( ۸ ) إلى الإيجار الذي بحصل عليه صاحب الأرض أما ( i‏ 
| فهو سعر الفائدة السائد في السوق . ويمكن تكبيف العلاقة )2-17( لتقتيب من مفهوم العلاقة )2-16( 
وكما gb‏ : 


(2-18) IV= [Re at 
هنا إلى الإيجار الذي يستلمه صاحب الأرض في كل فترة زمنية ولكن بما أن إيجار الأرض‎ (R) ويشير‎ 


متد لفترة غير محددة )00( لان الأرض لا تندثر لذلك فان العلاقة )2618( تؤول مرة ثانية إلى — إذا ما 
i‏ 


أكملنا عمليات التكامل عليها وكما ياي : 
efo 3 ei‏ - |" = أل" Rf‏ 
id, i} i‏ 9 
دعنا نأخذ مثالا على ذلك : 
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| ل 
| ندر قطعة ارض دخلا إيجارياً ابت" قدرة )120( وحدة نقدية في السنة . ما هي قيمة الأرض إذا 
كان معدل سعر الفائدة 696 سنويا" . 
| الجواب: 
ra‏ 
I‏ 
120 _ 
0.06 
| 
| 1 
| — 1= 
0 
2000 = 


قانون بارينو في توزيع الدخل 
Pareto's Law of Distribution of Income‏ 





تناولنا في الفصل الثالث الفقرة )8-2( قانون باريتو في توزيع الدخل كمثال عن الدوال الأسية 


وکر نا بان صبغة هذا القانون هي : 


N= ax 

حيث أن ( ۸ ) تمثل ذلك العدد من أفراد ا مجتمع الذي حجم سكانه (a)‏ والذين تزيد دخولهم 
عن (b) lal (x)‏ فهي معلمة سكانية عادة ما تساوي )15( تقريباً. 

وتقدم لنا عملية التكامل تطبيقاً مفيداً لهذا القانون بالإضافة إلى ما شرحناه سابقاً. ومن هذه 
النطبيقات الصبغة الني تحدد لنا عدد مستلمي الدخل بين (Vy) JAN‏ والدخل (Vy)‏ وحسب الصبغة 
TA‏ 














التكافل وتطسقاته الاقتضادية 


fered خاو‎ 


ال 
=hal 5‏ أن 
=j; 5-7 "|‏ 
1[ +8- 














جد عدد الأفراد الذين تقع دخولهم بين ( 100-150 ) فى مجتمع aly‏ عدد سكانه )5000000( 
بك Now ae = 5 5000000 x‏ 
T 10‏ 0-130[ "1 
ia‏ 1007 اوک 50 Í‏ 3000000 _ 
154 
]50-100 اا س 
EES‏ 1000000 = = 
100 50 
= 
10 12.25 
فرداً 183674 = 
ها عدد الذين تقع دخولهم بين )100-400( في JÈL‏ (1). 
EEN‏ اا )500000 ۳ 1 
Nees = 7 Tse] (i - 100 7 |‏ 











| 
| 
| 
| 
1 | 
| 1 1 | 
i‏ اح[ حك 10000000- = 
a |‏ جل إلا 
ri ty |‏ 
| = 10000- = 
i‏ .10 20 
Te‏ 50055- 
| وقد بنطلب AV‏ حساب حجم الدخل الذي يزيد عن حجم دخل معين ولنتاول في البداية 
| | التحليل الرياضي لهذه المسالة: 
| خد قانون باريتو: 
N=ar”‏ 
والآن: dN = a(-b)x"”'dy‏ 
0 دع: بل ل رزج = Ndx = -dN‏ 
| حيث نشي dN‏ هنا إلى تغير gho‏ في عدد السكان عندما يحدث تغيأً في مستوى الدخل. أي 
| عندما يزداد مستوى الدخل ينخفض هذا العدد. ولهذا فإن مجموع الدخل عند حجم السكان عدده (x)‏ 
أ إيكون: 
Ndx = abx "dk |‏ 
| لذلك فان مجموع الدخل الذي يزيد عن )1( يكون: 
y= "AN = ea |‏ 
Ty f Ndx Í abx "dy l‏ 
ab kh |‏ = 
"er |‏ 
Je | |‏ 
| جد مجموع الدخل الذي يزيد عن )2235( في مجتمع 346 سكانة )15000000( نسمة. 
| 
| 
| 





—_— — = ë 





التكامل وتطسقاته الاقتصادية 


b 


y= 


l-A 
y 


b-U 
150000001.5) 


-= | (225)r" 


L3-] 


5 لآ‎ 
EUN eT 


)45000000 = 
I}‏ 
ashi‏ )2-1( 
1 إذا كانت ذالة الطلب على سلعة معبنة هي: 
p=25-q‏ 
جد فائض المستيلك عندما g=4‏ 
2- إذا Calas!‏ دالة طلب بالصيغة ASI‏ 
p=6+2q¢‏ 
جد فائض المنتج إذا كانت 24 = pi‏ 
3 قدرت دالتي الطاب والعرض في سوق معينة فوجدت كما Gu‏ 
و-12- م 
p=3+4q‏ 
على التوالي والمطلوب إيجاد كل من فائض المستهلك وفائض المنتج. 
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4 في إحدى الأسواق المحتكرة من قبل مجهز معين كانت الكميات المباعة لأسعار محددة بدالة 
الطلب: 0 -32 p=‏ أما التكاليف الحدية فقد كانت: 








ل 
dg 2‏ 
وذلك كخطة من المجهز لنحقيق geil‏ الأرباح. والمطلوب إيجاد فائض امستهلك. 
5- أعطت نتائج الدراسات في مشروع معين مؤشرات لدالة التكاليف الحدية (MC)‏ والعائدات 
| الحدية (MR)‏ كما مبين dial‏ 
| 
وذ -م12-3- 22 - هل 
dp‏ 
R= =20-4 p‏ 


جد مستوى الإنتاج الذي تتحقق عنده gail‏ الأرباح مفترضين سبادة سوق المنافسة التامة, 





> في ظل سوق المنافسة التامة وجد أن دالتي العرض والطلب كانت: 
;| 
p=6+24+7q‏ 


Ls 
دك‎ | 


المطلوب إيجاد فائض المستهلك وفائض pal‏ 


7- أشارت البحوث التي جرت في مصنع معين أن دالة التكاليف الحدية للوحدة الواحدة المنتجة 
من السلعة (q)‏ كانت. 


uc 46د‎ = 06-094 
dq 


جد dlls‏ التكاليف الكلية إذا علمت أن التكاليف الثابتة ( 40) وحدة. 





| 
| 
| 
| 
| 





التكامل وتطسقاته الاقتصادية 


8- كان مستوي العائدات الحدية في معمل للسجاد حسب الصيغة الآنية: 


كدر 


-9-7 
dq 4 


جد alls‏ العائدات الكلية وذالة الطلب. 
9- اقتنث شركة للكهرباء مولداً جديدا وقدرت عمره الإنتاحي ب )8( سنوات وكان معدل الاندثار 
بحسب وجب المعادلة AGYI‏ 
edi‏ 0-2 
استخرج مجموع المبالغ التي ينبغي رصدها في حسابات الشركة خلال الفترة أعلاه لتغطبة كلفة 
الاندثارات. 


10 قدر الميل الحدي للاستهلاك في مجتمع معين ها باي: 
MPC =|0.65+4y"‏ 
جد ذالة الاستهلاك ]13 كان مستوى الاستهلاك ( 15 ) عندما يكون مستوى الدخل القومي صفراً 
1- بافتراض أن معدل الفائدة ٠#‏ وان الفائدة تضاف إلى الرصيد كل ثلاثة أشهر. جد القيمة 
الحالية لمبلغ )100( دينار بتوفر بعد ثلاثة سنوات من الأن. 
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E å ë E ll ÍO هده‎ ë ë E ë E aa SS ت‎ ١) 









الفصل الثالت 


المعادلات التفاضلية 


Differential Equations 























لماعم 





المعادلات التفاضلة 


المعادلات التفاضلية 


Differential Equations 


تناولنا في الفصلين الرابع والخامس من الجزء الثاني التفاضل واستخداماته في التحليلات الكمية 
للظواهر الاقتصادية وقد لاحظنا أن كثير من العلاقات سواء كانت بين متغير وآخر أو بين مجموعة من 
المتغبران تعرض عادة بشكل معدلات تبدل فى متغير أو أكثر كدالة لمعدلات Jas‏ في متغيات أخرى أو في 
قيم تلك المتغيرات , فا معدل الذي عنده بشترب السعر من مستوى التوازن يعتمد على التغيرات في كميات 
العرض وكميات الطلب . 

وتعرض معدلات التغر (التيدل) عادة بصيغتين رياضيتئ تعتمدان أساسا على الوقت فيما إذا كان 
مستمرأ أو متقطعا. فإذا كانت التغيرات مستمرة فمعدلات التغير تعالج كمشتقات تحتويها معادلات 
تسمى المعادلات التفاضلية. Jail‏ 

أما إذا كانت التغيرات متقطعة في نقاط معينة من الوقت أو كونها متوسط تغيرات عبر فترة من 
الزمن . فان معادلات التغير تعالج هنا كفروقات في قبم المتغيرات عند نقاط مختلفة من الزمن وتسمى 
المعادلات التي تعالج هذه الفرو قات معادلات الفروق والتي سنأني عليها في فصل لاحق . 

ويظهر مما سبق أن المعاذلات التفاضلية ما هي إلا نهاية معادلات الفروق عندما تقترب الفترة 
الزمنية أو متوسط التغير في المعادلات الأخيرة من الصفر . 


اتضح من خلال المقدمة القصيرة أعلاه بان المقصود بالمعادلة التفاضلية هى المعادلة التي تتضمن 
مشتقات أو تفاضلات دوال ذات متغير واحد أو أكثر وتصنف المعادلات التفاضلية طبقًا لنوع الدرجة 
والرتبة BUS‏ 


الثالث 


107 


|- المعادلة التفاضلية الاعتيادية Ordinary Differential Equation‏ 
وهي المعادلة التفاضلية التي تتضمن مشتقات لدالة مجهولة بالنسبة لمتغير مستقل واحد . 
ب - المعادلة النفاضلية الجزئية Partial Differential Equation‏ 
وهي المعادلة التفاضلية التي تتضمن مشتقات جزئية لمعادلة مجهولة ذات متغيرين مستقلين أو 


iS 


ويقال للمعادلة التفاضلية ذات الرتبة (a)‏ إذا كانت el‏ مشتقة ظهرت في المعادلة هي المشتقة 
(a)‏ . إما درجة للعادلة التفاضلية فتحدد من خلال أعلى قوة مرفوعة إليها أعلى رتبة للمشتقة التي 
ظ ظهرت في المعادلة. 

| | 

أمثلة 


حدد نوع ا معادلة ودرجتها في المعادلات التفاضلية الآتية : 


—==jy -i 
dr 

dy 
ar 


~t] =} 











هع 322 ١‏ م ١‏ قف امه | ia‏ | 2ه O‏ 


alali المعادلات‎ 


أ- 5۲ = ك معادلة تفاضلة balal‏ من ASM‏ الأول والدرجة الأول. 
aL‏ 

AS ١ 0 ١ 0 d*y 

ب- y= ae‏ معادلة alal‏ اعصادية من الطرتية الثانية والدرحة الأو , 

ay 


dY :‏ ; 
doles f =9+y" -z‏ تفاضلية اعتمادية من المرثية الأول والدرحة الثالة. 
Y |‏ 
د- 0= xdxt py‏ معادلة تفاضلية اعتيادية من ASA‏ الأولى والدرحة الأولى. 
ma‏ ر = —+— معادلة تفاضلية جزئية من المرتبة الأولى والدرجة الأول . 
cx CU‏ 
Jail to aj‏ 
oe 0 ow dy Hy‏ 
و- 0= ج + - معادلة تفاضلية جزثية من المرتبة ASEN‏ والدرجة La‏ 
eg Ox due‏ 
(C2) of |‏ س ا 
ز - ل - FF] + k‏ معادلة تفاضلية اعتبادية من AH do yall GEM ASAI‏ 
a‏ 1 


ويظهر واضحا من الأمثلة أعلاه أن المعادلة التفاضلبة الاعتبادية يمكن كتابتها بصبغتين : 


dy ,‏ ; 
الأولى الصيغة التفاضلبة والثانية صيغة المشتقة فالصيغة 4١‏ = هي صيفة iul all‏ 


كتبت بالصيغة 4=( فهي الصيغة التفاضلية . 
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حل المعادلات التفاضلية dolce yl‏ 
| 


نحل المعادلة التفاضلية الاعتبادية عن طريق تحويلها إلى دالة لا تحتوي على مشتقات أو 

as‏ بتطبات ple ll‏ هذا لح أن يكين دلة ony‏ ضمنية وعلى هذ 
الأساس فان : 

أ- الحل العام لمعادلة تفاضلية ذات المرتبة (a)‏ هو الحل الذي يحتوي على (n)‏ من الثوابت 





ب- الحل الخاص لمعادلة تفاضلية هو الحل الذي يؤخذ من الحل العام وذلك بإعطاء قيم محددة 


للثوابت العشوائية التي ظهرت في الحل العام . 
Uy‏ كانت ثوابت التكامل للمعادلة التفاضلية تحدد بالشروط الابتدائية أو شروط الحدود . 


(boundary conditions) تسمى بشروط الحدوذ‎ ) = Yo عندما‎ X =X.) صبغة‎ Lob ظ فالشروط التي‎ F. 





Lal IM‏ الحالة الخاصة من هذه الشروط التي تأخذ صيغة ).1 petlas (x=‏ فتسمى بالشرط الابتدقي. 
وهكذا بظهر لنا أن حل المعاذلة التفاضلية يحتاج إلى إجراء عملية التكامل لها وعندما تكون هناك 
ظ حاجة للحل الخاص لابد من إيجاذ الحل العام والحصول على معلومات حول الثوابت من خلال الشروط 


| الامتدائية للمسالة. 
دعنا نتناول بعض الأمثلة قبل الدخول في شرح طرق الحلول : 


a |‏ 
| ظ 
ين بأن 6 +* - ×= نز هو حل للمعادلة التفاضلية : 


% 1-1 
dx 


الجراب 
إذا أخذنا pax’ -xte‏ فإن: 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 





المعادلات التفاضلة 


dy -‏ 
والأن تعوض Le k dad‏ يقابليا في المعادلة التفاضلية فيستج : 


dx-]+3=2x+2 
dxt2=2x+2 
SVEN ع جر‎ 
) (هو الحل‎ 
: هي حل للمعادلة التفاضلية المبينة أدناة‎ iT برهن على أن الدالة‎ 
yar- +e: الدالة‎ 


Yyy -4x المعادلة التفاضلية ؛‎ 
dx 


الجواب: 
Jol‏ مشتقة الدالة y‏ فنحصل على : 


-4y‏ الات 
d‏ الثالث 


dy 
1 هى حل للمعادلة التفاضلية‎ y الدالة‎ gil 
١ : 


اثنت أن الدالة Y -=e‏ هى حل للمعاذلة التفاضلية الأتية: 


8 وك‎ 
dx dx 


تأخذ الدالة ونعيد الصياغة لتصبح IS‏ : 
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ونعيد كتابة المعادلة التفاضلية GIS‏ : 


والآن نعوض فنحصل على : 





( وهو الحل للمعادلة التفاضلية ) 


حل المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى 
Solution of differential Equations of the first order‏ 
and first degree‏ 





AT كتابة المعادلة التفاضلية ذات المرتبة الأولى والدرجة الأولى بالصبغة‎ Xs 


wy Bary) 
ASN أو تكتب بالصيغة التفاضلية‎ 


(32) M(xydr+ N(x,y)dv=0 





a 
| 
| 
| 








alala المعادلات‎ 


ونشير إلى أن الصيغة ( 3-1 ) يمكن أن نحل باستخدام طرق التفاضل الاعتيادية إذا Many)‏ ثابتة أو 
دالة فقط ل (x)‏ أما إذا كانت Fey)‏ دالة للمتغيرين (uy)‏ فنحتاج إلى الطرق التي Glo‏ عليها لإيجاد حل 
للمعادلة التفاضلية المعنية , 

وبلاحظ في المعادلة )31( أن y‏ هو المتغير المعتمد xg‏ المتغير المستقل ولهذا فان الحل يوضع 
بصبغة y‏ دالة × بالإضافة إلى ثابت عشوالي. lel‏ في المعادلة )3-2( فان العلاقة بين (ayy)‏ علاقة ضمنية ولهذا 
يبقى اختيار أي منهما المتغير المعتمد وأي منهما المتغير المستقل حسب الحاجة . 

. طرق حل المعادلات التفاضلية من أية درجة أو مرتبة يعتمد على دقة تصنيفها بشكل صحبح‎ Ui 
hadli توزيعها حسب‎ Kea والآن نستعرض حلول المعادلات التفاضلية من الدرجة الأولى والمرتية الأولى‎ 
Jwe 

Separable Differential Equations المعادلات التفاضلية المنفصلة‎ -l 
دالة فقط ل × , × دالة ل في العلاقة ( 3-2 ( وبذلك فان المعادلة تكتب‎ M وذلك عندما تكون‎ 


ASI بالصبغة‎ 
Jail (33) Mixa + N(y)dv =0 
الثالث‎ Homogeneous Differential Equations المعادلات التفاضلية المتحانسة‎ -2 


وذلك عندها تكون Gallo NM‏ متجانستين بنفس الدرجة من التجانس . 
3- المعادلات التفاضلية Exact Differential Equations dal‏ 
إذا أخذنا المشتقة الكلية GS Rapa‏ : 


df(x.y)= تق‎ 
oxy 


وعندها يكون للدالة التفاضلية ( 2-2 ) : 
فهذا فإن المعادلة التفاضلية الآثية : 
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(34) Se 
ûr Ûy 


| 
| 
dy = 0‏ 
لها حل هو: © = Ax, y)‏ وتسمى حيئئذ با معادلة التفاضلية التامة . 

٠‏ 4 المعادلات التفاضلبة الخطية 
تكون المعاذلة التفاضلية خطية إذا كان كل من الآني من الدرجة الأولى : 


/ dr. dy 
AD تكون فى الصمغة‎ ling X,— سر أو‎ | 
د و و تكون في الصبغة الآتبة‎ Di 


| 
(35) 2 + hs) =O 


(36) +0) =0) 


5- المعادلات التفاضلبة الخطية في دالة y‏ أو في xy‏ 


Differential Equation Linear In A Function 011 Orla A Function Of X 


| وفك عندما تكون ud‏ من النرجة الأول فى )0“ fly) and‏ أو 


: فإن المعادلة تأخذ الصيغة اآنبة على التوالي‎ f(x) and £ fo) 


(3-7) a (x)+ f(y) p(x) = Q(x) 
| 
أو‎ 


5 = flx)+ Sp) =O) 


| والآن سنتناول طرق حل هذه النماذج الخمسة من المعادلات التفاضلبة تباعا. 


3-4-1 المعادلات التفاضلية daill‏ 


Separable Differential Equations 
: قلنا إذا كتبت المعادلة التفاضلية بالصيغة المبينة في )3-3( أي‎ 2 











المعادلات التفاضلة 
Mlr +t N( ydy =()‏ 


حيث Mul‏ هى دالة ل × فقط و × هي دالة yJ‏ فقط . وعند ذاك يكون المتغيان x, y‏ منفصان. 
ويستخرج حل المعادلة التفاضلية بطريقة التكامل الاعتبادية المباشرة ويلاحظ أن كل من dx, dy‏ هما 


تفاضلا المتغيرين y‏ ,× على التوالي , 
والآن لنأخذ بعض الأمثلة ؛ 
JE‏ (1): 
جد الحل العام للمعاذلة التفاضلية الأتية : 
dy‏ 
dx 7‏ 


واستخرج الحل الخاص إذا y=3 Cab‏ عندما 1-0 
نقسم طرفي المعادلة التفاضلية على y‏ ونعيد كتابتها بصيغة تفاضلية فنحصل على: 
l 0‏ 
—dy = 2xdx‏ الفصل 
y‏ 
والآن نكامل : الثالت 
Iny=x +Inc‏ 


لقد اختير» ها هنا ليكون Cob‏ مناسب ولكونه عشوائياً أي أن يكتب (ع) بدلا من عط وينقل ها 


* إلى الطرف الآخر نحصل على : 
Yiu‏ 
In-=x‏ 
F‏ 
وهذا هو الحل العام وهو مكافئ للأنى : 


2 F È 
=e" مداو‎ 
C 
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ص 
الب 


وبتعويض ما ورد بالشرط الأول : (3 y=‏ إذا كانت 0 (x=‏ نحصل على 1 


إذن الحل الخاص يكون : 


جد الحل العام للمعادلة التفاضلبة ASN‏ 


ndy 


xy+(l+x°)—=0 
PEPEE 





= نعيد صباغة المعاذلة التفاضلية بالخطوات التالية : 
| 





2.2 
d 


baa 
—= 


ae 
7 ae 

وبإعادة الصباغة ينتج : 
y lex‏ 


i ——to®@™°: ||) ë E i = =t_ 51 || 52 کے‎ ë 2: ë ك2‎ ë E ë E 3 کک‎ 





المعادلات التفاضلة 
والآن أصبحت المعادلة تفاضلية منفصلة أي ذات متغيات منفصلة وبإجراء عملية التكامل لكل 


| | 5 
Iny+=In(l +x )=¢ 


In(yyl+x° (>‏ 
(وهو الحل العام ) م - INIA‏ 
باعتبار CEE‏ حبث أن See‏ أن يكنب Ub‏ صبغة مناسبة مادام هو ثابت عشوائي . 


في معاملات المرونة أظهرت إحدى الدراسات بأنه مرونة y‏ بالنسبة إلى x‏ هي الثايت G ١‏ 


rd 
y dx 
J كدالة‎ y a> 
Jail : الجواب‎ 
faa | : ) ابلعادلة التفاضلية (معامل المرونة‎ dila sale! يمكن‎ 
dx x dy 
: المعادلة ر — فينتع‎ os = = | 
د‎ x y dx 
nik 
y + 
Inyv+e,=Oblnx+e, 


Iny-dlnx=c,‏ حيث أن ,= بع+ م 
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| 

| 

1) 

I, 

| 

| مم J‏ 
عه ست 

i | 

Sa |‏ وضع =C‏ ”0 لأنه متغير عشواني فبنتج : 

nya i 

Homogeneous Differential Equations | | 

| 2 تسمى الدالة التفاضلية التي تكتب بالصبغة (3-2 )أي : 

M(x, yd + N(x, y)dy=0 


دالة متجانسة إذا كانت كل من M(x, y), NOX, y)‏ دوال متجانسة بنفس الدرجة في كل من 


| 5 
LY A 
| 





2 (راجع الفقرة 1-17-5( التي أوضحت بأن f(x,y) Mall‏ تكون دالة متجانسة من الدرجة 
٠‏ )2( إذاوفقط إذاكانت flax dy) =A f(x,y)‏ حيث أن 4 هوأي ثابت. 








ظ وعندما تكون الدالة اتفاضلية منجانسة فان متغياتها بمكن فصلها بالتعويض أي أن. 
y= |‏ 

dy = yy + xdy |‏ )39( 
| وبصورة متكافتة مع الصبغة del‏ إذا كان : 21 

sop | 

( 3-10) dx = vdy + ydy | 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 





_— á á ھ‎ 





المعادلات التفاضلة 


وتكتب الدالة التفاضلبة المستخرجة من( 3-9 ) .)3-10( gle‏ التوالي كالاني: 
Mixjde+ Niv =0‏ )$11 ( 
أو بالصيغة 
Mih + N(y\dy = 0‏ )312 ) 
وتحل هذه المعادلات بطرق التكامل الاعتيادية ويستخرج الحل العام للمعادلة بصبغتها الأصلبة 
بطريقة تعويض قيم tadl v‏ دناه : 


H‏ وا 
F 1‏ 


(lta 
oahu حل المعادلة التفاضلية‎ 
× =| عندما‎ y=] ثم جد الحل الخاص إذا:‎ 
Jail -= 
نحول المعادلة إلى الصيغة المذكورة في ( 9 - 3 ) في تصبح متغراتها منفصلة وذلك بالتعويض‎ 
بالقيم الآنبة: الثالت‎ 
=x 
dy= vax + xd 
: بالشكل الأ‎ JELL وقبل التعويض نعيد صباغة ا معادلة المطلوب حلها‎ 
ydy- ydx=0 
: بالنعويض بالقيم أعلاه ينتج‎ 
xl xdv+vdx) - 15 = Û 
xh + 1 - 110 
10 
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وبالقسمة على 52 ينتج : 
dv=()‏ 
والآن أصبحت المعادلة ذات متغير واحد فنكامل لنحصل على : 
[dv =0‏ 
وحيث أن : 
Avec=0‏ 
yJ =x‏ 
vad‏ 
x‏ 
وبالتعويض ينتج : 
0= ¢+ 
1 
y+xe=0‏ 
أو y=-‏ 
(وهو الحل العام | 
أما الحل الخاص فنحصل عليه بالتعويض عن قيم : 
y=3‏ .|= فيشج : 
([)-=3 
c=-3‏ 
وبالتعويض في الحل العام بقيمة 3- ١=‏ نحصل على : 
y =-x(-3)‏ 
«yad‏ 


(وهو الحل الخاص) 





| 
| 
| 


الح ال | 


ظ 
| 


| 
EEE e i e a EDE em e aS Saas: حك‎ e ابح‎ ee 





المعادلات التفاضلية 


جد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآثية : 
0 مر - مه (x+y‏ 
نعوض بالقيم الآثية : 
¥ = ل 
dy = vdv+xdv‏ 
ما دامت المعادلة متجانسة من الدرجة )2( ينتج عن ذلك : 
0( م جو (x‏ 
0 “21 - ل 213 - ج13 + dy‏ 
xdy-2w -vrd =0‏ 
id-d = 0‏ “11-1 
وبتغير إشارة الطرفين ينتج : Jail‏ 
0 مز - d+ (r‏ الثالث 
وبالقسمة على (1- ۲)١‏ ينتج : 


Taa 
2" nilkan 
x 


° =| 


والآن أصبحت المعادلة التفاضلية ذات متغرين منفصلئ فنكامل لنحصل على : 





+ + .[آ 
—In(v -l)+lnx=c‏ 
(Y =],‏ : 


In xr ر‎ = 


xiv- 14 =¢ 
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| 
| 
| 
l‏ 
| (راجع قواعد اللوغاريتمان الفقرة )5-3( 
| وبتربيع الطرفين ينتج : 
¥(v'-l)=c |‏ 
| لاحظ أن » يبقى ثابت عشوائي رغم التغيرات الني تطرأ عليه نتيجة النغيرات التي نطرأ على 
| الطرف الأمن من المعادلة . 
| وبالتعويض بقيمة: 
| 7 
| 6 
ظ iain‏ 
| أو: pa(x +o)!‏ 
(وهو الحل العام) 
جد الحل العام للمعاذلة التفاضلية الآثبة: 
1-0 
نعوض ب = y‏ 
dy = ١ + xdv‏ 
في المعادلة التفاضلبة مادامت متجانسة من الدرجة )3( فينتج : 
yx dt-x (vde+ xd) =0‏ 
yxdx-x vdr-x'dv=0‏ 





P 0 
| 
| 
| 
| 
d 
| 





المعادلات التفاضلية 


Vi لز‎ xd =0 
xdv+x ir- kk ( 


وبالقسمة على ( 1 - (Y‏ 3 نحصل على : 


d+ dr=0 
8-75 x 


والآن Jal‏ بعد أن Comal‏ المعادلة بمتغيرين منفصلين : 


: In(-v )+lnx=c 


Inf(v-v'J=c 
: راجع قواعد اللوغاريتمات الفقرة ( 5-3( الفصل الثالث‎ 


1 


river 
وبتكعيب الطرفين ؛‎ 
الثالت‎ r(l-v)=c 


وبالتعويض بفیمه 7 ينتج : 


|وهو الحل العام) 
les‏ ( 4 ) : 
اوحد الحل العام للمعادلة التفاضلية rh)‏ 








| 
| 
| 
١ 
| 
E | 
ay ty | 
dx x+y | 
: الجواب‎ | 
: نعيد صياغة المعادلة كالآني‎ | 
(y+x)dy+(y-x)dx=0 
VA VN وبالتعويض بقيم‎ | 
dy =vdy+ xdv | 
: بالمعادلة في المثال ينتج‎ | 
(vx+x)(vde+ xdv)+(vx—x)de =0 
yrds + vx de + wade + x dv + vxdx- xd = 0 | 
xy +2v-l)dr+x°(l+v)dr 
: ينتج‎ 37 ÒV +2۲ -1( وبالقسمة على‎ 
1 فك‎ 4-0 
x yp +2 |-م‎ 


والآن أصبحت المعادلة التفاضلية بمتغيرين منفصلين ويإجراء التكامل نحصل على: 
nxn +2y-l)=c‏ 
1 
ny +2v-1}]=¢‏ 


1 
xiv +2v-l)? =c 


x'(v' +2y-l=c 





P 0 
| 
| 
| 
| 
d 
| 





المعادلات التفاضلية 


إن » يبقى Cobb‏ عشوائي رغم التغيات التي تطرأ عليه نتيجة التغيرات التي تطرأ على الطرف 
الأمن من المعادلة . 


j 
: ينتج‎ ar وبالتعويض‎ 


1 
دل‎ o 

-1--2-ج-) ,م 
x X‏ 


ba | = 


y=(x + 2+0 


ie 


sa)‏ الحل العام 
جد الحل العام للمعادلة التفاضلية ASN‏ 
t-I Hy <0‏ 
a‏ الثالث 

نعبد صباغة المعادلة GUS‏ : 

dh =0‏ “ورت جل (x -2y‏ 
ها ذامت الدالة متحانسة ( من الدرجة 3 ) نعوض عن القيم التالية فيها: 

y= 


dy = vdx+ xdv 


(x -2 J tix (vde + xd) =0 
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dd- rdet rdet vx dv =0 





(x +r hdtv rd =0 
vilr drt 3x وز“‎ =0 
ينتج:‎ I )1+17( وبالقسمة على‎ 
i 
“d+ dy=0 
x l+ 
والآن بعد أن أصبحت المعادلة تفاضلية ذات متغيرين منفصلين ؛‎ 
Inx+In+7')=¢ | 
ظ‎ 
Infx(I+y°) [ - م‎ | 
x(l+v) =e 
x (l+r)=c 
TET c = 
x+y =c 
أو‎ | 
y=Ve-x 
| 
=(c-r) | 
العام)‎ Jal gs) 
: )6( مثال‎ 
: جد الحل للمعاذلة التفاضلية الأثرة‎ 
a 
dx 





المعادلات التفاضلة 





ومن ثم :0 e'dy-e'dr=‏ 
ويلاحظ أن المعادلة ذات متغيرين منفصلين فنجري تكاملها : 
g-e =e‏ 
)523 الحل (alall‏ 
هال )7 
جد حل المعادلة التفاضلية الآنبة في ضوء الشروط المعطاة : 
xdx-4ydy =0‏ 
بكون y=]‏ عندها 6 = × 
الجواب : 


يلاحظ أن المعادلة متجانسة وذات متغيرين منفصلين فنجري تكاملها مبائرة: الفصل 
4 * | 
“ly =¢‏ 7 الثالث 
) وهو الحل العام | 
والآن نبحث عن الحل الخاص : 


بالتعويض بالقيم المعطاة من x, y‏ نحصل على : 
=c‏ )21- 0 


م 2 -8] 
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وبالضرب في )2( ينتج : 

x-4 2‏ 
(وهو الحل الخاص) 

Exact Differential Equations المعادلات التفاضلية التامة‎ 3-4-3 


| عندما بحثنا موضوع للشتقة الكلية لدالة f(x,y)‏ ودعنا نسميها F(x, y)‏ لاحظنا أن صيغة 


لاشتقاق gus cal‏ : 
ظ aF‏ | 
de z in‏ 
ولهذا فإن المعادلة التفاضلية هي : 
ظ 
oF‏ 

pe ZiT 0 

(3-13) re dy = ظ‎ 


ولهذه المعادلة حل عام =C‏ 5 0 وتسمى مثل هذه المعادلات بالمعادلات التفاضلية التامة . 
وبقال أن المعادلة التفاضلية Ob‏ الصيغة العامة : 


Gu) M(xyyhdr+ N(x,y)dy=0 z 


| هي معادلة تفاضلية تامة إذا كانت M(x yhdx+ N(x, yhdy‏ هي المشتقة الكلية لبعض 
من الدالة y)‏ ,۴)۸ بالنسبة إلى xe y‏ على التولي. وإذا كانت المشتقات الجزثية المختلطة من المرتبة 


الثانية F(x, y)‏ | موجوذةٌ ومستمر 





as o f _ 0 |‏ 
| ولهذا فإن المعادلة التفاضلية بالصبغة : 


M(x,y)dx+N(x,y)dv=0‏ تكون تامة 











هع قف مه ١‏ قف امك | zn | ia‏ 


المعادلات التفاضلية 


-l 
"s 1 "a 
( 3-16) — Mix ridr=— Nix, r) 
a vid Pa 
استخراجه بإتباع‎ Ke أن المعادلة تامة فان حلها‎ OLY ويمكن بيان بأن هذا هو شرط كاف‎ 
: الخطوات الآثية‎ 


Si 


z" (x,y)= = N(x, y) © M(x, yidv+ N(x, vid =0‏ 
وعندما نتأكد من أن المعادلة تامة فأن حلها العام بمكن استخراجه بأتباع الخطوات ASN)‏ 
1- نكامل M(x,y)‏ بالنسية إلى + ويكون الثابث الاعتبادي في ilas‏ التكامل fly) bole‏ 
ويذلك نحصل على : 
F(x, y)}= | M(x.) =G(x,y)+ fly)‏ 


2- نفاضل المعادلة المستخرجة من )1( del‏ وهي : 
P(x y) = G(x, y+ f(y)‏ بالنسبة إلى y‏ ونقارن ذلك مع F(x,y)‏ الموجودة ol‏ في الفصل 
da‏ الفاضية المطوب حلهاي نحصل على قبمة tae BSS)‏ 


c oN‏ ان 
(y= —‏ —+— 
zt cy‏ 

û. aN GG 

(317) PD EPR 


3- نكامل =f)‏ بالنسبة إلى ولنحصل على fly)‏ أي : 


| © ارم‎ fo 
cy 
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با ملاحظة : 
ليس من الضرورة أن نضع الثابت هنا لأنه سيدخل في الخطوة الأخيرة من الحل كذلك يمكن إجراء 
التكاملات „yoa Vay rga Yİ‏ 


4- وبذلك نصل إل الحل lg‏ من الخطوات الثاثة أعلاه فيكون : 
a) flx,y)=Glx,y)+f) +e‏ 


| 
|| 
| 
| 








حل المعادلة التفاضلبة AGW‏ 
yd + xdy =0‏ 
نلاحظ أن المعادلة تفاضلية تامة : 
نعيد كتابة المعادلة بالرموز كما في ( 3-14 ) 
M(x, y)dx+ N(x, y)a =0‏ 
ولي تكون هذه المعادلة تامة يجب أن بتوفر فيها الشرط المبين في العلاقة 
١‏ )316( وهو: 
SMa ENa)‏ 
والآن نجد للاختبار : 
M(x,y)=y‏ 
M |‏ 
oy‏ 
N(x,y)=x‏ 
ا 
'. توفر الشرط التام . 





a 





المعاذلات التفاضلة 


إذن نستطيع أن نبدأ بحل المسالة حسب الخطوات الأريع أعلاة: 


GL وكما‎ fiy) بالنسبة إلى * ونضع الثابت مساويا ل‎ Mixy) نكامل‎ -l 


of 


لدينا a y‏ 
وبإجراء تكاملها ينتج : f(xy) > ٨+ f(y)‏ ويظهر من النتيجة بأن : 
G(x, y)= ay‏ 
المذكورة في الخطوة الأولى من طريقة الحل. 
(tr‏ 


=7 


cy 
ا لمذكورة في العلاقة )417( والتي نحتاجها في الحل.‎ 


- الآن Lali‏ المعادلة المستخرحة بالنسبة إلى y‏ فينتج : 
المعادلة هي ١‏ 
(()/+ودررمام الفصل 
١‏ كفن الثالت 
و a a ١‏ 


0 i 
TSU) تساوى »دي نحصل على قبمة‎ Ay في أصل المعاال لنفاضلية‎ Fisy ثم قارن مع‎ 


! 0 oN dG 
3-19 “ د‎ >-2 
(3-19) y y O 


لدينا + 2 كيا row‏ ل 
حا لدننا 1 = y‏ نا 1 = سس 
i = g [١ j‏ 
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7 


وذلك : 


a = fly)=x-x=0 


3- الآن نكامل االو ". بالنسبة إلى y‏ لنحصل على Ry)‏ 








| 
“fly)=0‏ 
وبذلك يكون Joul‏ العام هو : 
F(x,y)=G(x,y) + fly)+e‏ 
xy+(0)+e‏ = 
= 
(وهو الحل العام) 
جد الحل العام للدالة التفاضلية الآتية : 
_2xy+ 24x‏ 4 
x +16‏ عل 
نعيد صباغة المعاذلة 


(2y + Mx)dr+ (x° + 16)dy=0 
والآن نختبر فيما إذا كانت المعادلة تفاضلية تامة أم لا:‎ 
5 )<10 ميد كاب لعل بارموز كما في الصيغة‎ 
M(x, yak + N(x, y)dy =0 
(3-16) ولكي تكون هذه المعادلة تامة يجب أن يتوفر فيها الشرط الآني المبين في العلاقة‎ 


1 
à 





المعادلات التفاضلية 


og 
a M(x, y) = A Nx y) 


والآن دعنا ذعرب : 
M(x, v)= 2xy+24x‏ 
y S5 2x‏ 
ور 6+ Nix, y= x‏ 
S dx‏ 
إذن توفر الشرط التمام. 
والآن نشرع بالحل : 
1 نكامل Missy)‏ بالنسبة إلى × ونضع الثابت bylas‏ ل iy)‏ وكما Jb‏ : 
+2114 وبعد إجراء تكاملها ينتح : ۳ 
Fix, y)= +122 + fly)‏ 
ويظهر من التتيحة +12١ gh‏ ر Girya‏ المذكورة في الخطوة JAN‏ والآن نجد 


(3-20) Oey 


ay 


: والآن نفاضل المعادلة المستخرجة بالنسية إلى‎ -2 
OF + © 
Z -rE fip) 
Sot ts Il 


133 


| 
| 
| 
ظ < 
| ثم نقارن مع Nia)‏ في Jol‏ المعادلة التفاضلية والتي تساوي )16+ 1°( § نحصل على iad‏ 
ا f(y)‏ — وذلك: 
| 7 د 
| 
aG‏ 
| 425-5 < 
ara |‏ 
| لدينا: 
Or al |‏ 
| كما لدينا 
0G +‏ 
=y‏ — 
ey |‏ 
«-16+ =( ° 
ظ 5/0 
16= 


3- نكامل Liat =f)‏ تحمل عل و 





[=f 6 l 

fly)= léy |‏ ^ 
| 4 إذن الحل العام هو: 

F(x, y)= G(x, y)+ fly)+e 

xytllx+l6y=c 


ويمكن إبحاد الحل الخاص للمعادلة إذا كان y=3‏ عندما 5 x=‏ وذلك : 
- )3+12(5)°16(3+ )5( 


كت 53 5 ë E‏ کے = _ = | کے ےھ د O‏ 





المعادلات التفاضلية 


75+300+48=c¢ 
ع‎ 3 
: ولهذا فإن الحل الخاص‎ 
x“ +121 + 16: -3 


جد الحل العام للمعاذلة التفاضلية الاتية: 
(éw + 5a +l +3y)dy=0‏ 


الجواب 
تعبد كتابة المعادلة : 
(6x°y + Sxjdv+(2x° +3y)dv=0‏ 
والآن تخت alg‏ المعاذلة : 
راجع المثال )12( للوقوف على تفاصيل الاختبار Jail‏ 
وم - OM‏ الثالت 
cy‏ 
ON aa‏ 
am = {l‏ 
cx‏ 
إذن المعادلة تفاضلية تامة ولهذا نشرع بالحل : 
1ء نكامل Miny)‏ بالنسبة إلى » ونضع الثابت مساويا fly)‏ 
لدا ؛ 
F o,‏ 
y+‏ 0= — 
ex‏ 
F(x,y)=2x'y+ = + f(y)‏ .. 
ويظهر من النتيجة أن : 
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h 


G(x,y) = 2x y+ = 
way | 
dy | 
: ١ والآن نفاضل المعادلة المستخرجة بالنسبة إلى‎ -2 | 
OF و‎ 6 
=l + f(y) | 
yy | 
0 aN a : 
£ fp-2 -2 وحيث ان‎ | 
dy dy ay | 
aG , ON | 
=2 وإن '(3+ = — وأن‎ 
ay ay 
a | | 
f(y) = 2x +y- 
oy 
7 — 





: Ay) نكامل االو بالنسبة إلى لنحصل على‎ 3 i 
| 


: j 

|3ydy= 9" | 
, | 

` fy=5¥ | 
| | 

4- إذن الحل العام هو: 
F(x,y)=G(x,y)+ f(y) +‏ 
syr +‏ 





alali المعادلات‎ 


$ 1 5 1 
oe - re 
ik FEX HoF =F 


dy pty" +3y =c 
| (وهو الحل العام‎ 
Linear Differential Equations ákall المعادلات التفاضلية‎ 3-4-4 

عندها تكون لدينا معادله تفاضلية ليست تامة Kad‏ عند الحاحة تحويلها إلى معادلة تامة وذلك 
عن طريق ضربها بعامل . أن مثل هذا العامل يسمى Jalal‏ التكاملى Integrating Factor‏ لكونه يجعل 
المعادلة قابلة للتكامل. 

أما عملية تحديد العامل التكاملي المناسب لمعادلة تفاضلية معبنة فهي عملية ليست بالسهلة 
ولكن يمكن إتباع الطريقة EIN‏ للحصول على العامل التكاملي المناسب LY‏ معادلة تكاملية خطية: 


i dy ;‏ 
إن ايه معادلة خطية في are‏ بمكن كتابتها بالصيغة A‏ 


Y (x)= OC‏ )3-21( الفصل 
ax‏ 
a «ee‏ ده 8 SJG gan 0 n . (x heir ajd‏ 
فإذا ضربت هذه ا معادلة بعامل تكاملي هو el‏ فامعادلة المستخرجة تكون : 
e ae‏ اين" )3-22( 
والمعادلة أعلاه هي معادلة إذا جرى تكاملها ينتج : 
fe” Ola +‏ تالاير )33-23( 


os yplx)= (x): ولهذا فإن المعادلة‎ 
dx 
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يكون حلها: 


B-a) yae fe Otas] 
ونفس الطريقة إن المعدلة:‎ 
(8-25) *+94))=00) 
y 


عن fm‏ عاملها التكاملي تفاضلي ويكون حلها FS‏ 
mane 08 feo Ate‏ لي 1 


6-2) alje oUndrec| 
Dii 
: حل المعادلة التفاضلية الآنية‎ 
lydx=(y* +x)dy 
: نعيد صباغة المعادلة كي تأخذ الصيغة )3-25( أي الصيغة‎ 
dr 
—=xply)=0(y) 
dy 
.. Dydx= (y +x)dy 
2dr = y'dy + dy 
2ydx— xdy= y'dy 
: نحصل على‎ ty وبالقسمة على‎ 





hy 


dr-—dy=— 
wy 2 





المعادلات التفاضلية 


وبالقسمة على dy‏ ينتع: 
#22 )3-27( 
dy 2y 2‏ : 
لاحظ بأن م pl‏ 
ly‏ 
Q0 ==‏ 
AJ 7 3‏ 
ولهذا فإن العامل التكاملي المناسب هو: 
4 
فا 
د ?= 
~=lor‏ 
م 
-l‏ 
Jail =y?‏ 
وبذلك يكون ‘Lod!‏ الثالث 
tm fe lb (yd +c‏ 
وبالتعويض بقبعة ln P‏ التي حصانا عليها بالمعادلة del‏ نحصل على: 
1 ل 
=Í y (>)‏ 1 
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وبالضرب في )7( ينتج : 


(وهو الحل العام) 
7 | )2( 
استخرج الحل العام للمعاذلة التفاضلية : 
ydx+2(x-2y")dy =0‏ 
ثم جد الحل الخاص إذا كانت 2 y=-1, x=‏ 
نعيد صباغة المعادلة كي تأخذ شكل الصبغة )3-25( وكما dh‏ 
yt + 2xdy- 4y" dy =0‏ 
بالقسمة على ydy‏ و إعادة الترتيب ينتج : 
tr‏ 
dy y‏ 





(3-28) 


كت 53 5 ë E‏ کے = _ = | کے ےھ د O‏ 





المعادلات التفاضلة 


o 2‏ 
وبلاحظ أن: 5 ply)=‏ 
3 '(ك ارال 


وبذلك نصل إلى تحديد العامل التكاملي المناسب وهو: 


=e" 
=y 
: وبذلك يكون لدينا‎ 
ام لمر‎ E fe ay dae 
: وبالتعويض ينتج‎ 
y =4| y4y)dy 
الفصل‎ 
لفصل‎ =4| Ydy 
الثالت‎ y 8 y ig 
-y'=¢ 
y(x-y)=c 
) وهو الحل العام‎ ( 
: الحل الخاص‎ Lil 
5 =2 وعنذما‎ - -1 dalila 
-h-eil : فإن‎ 
c=] 


( (هو الحل الخاص‎ (xy) = Loy 
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< 3-4-5 المعاذلات التفاضلية الخطية فى aly‏ م أو الخطبة في x aly‏ 

ü = | 
Differential Equation Linear In Function Of (Y) Or Function Of (X) 
| 


تكون الدالة التفاضلية خطية في المتغير fy)‏ إذا كان بالإمكان كتابتها بالصيغة الآتبة: 


(3-28) ESO) -(امانا/‎ 00) 


وهي معادلة من الدرجة الأولى في 0“ و f(y)‏ وان حلها يكون وفق ما Bb‏ : 


اق 


G-29 fiyye"™ -fe andr +c] 
: وبالمثل فإن المعادلة التي يكن كتابتها بالصيغة الآنية‎ 


| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 


(3-30) “ f+ fp) =00) 





هي دالة خطبة تفاضلية في المتغير fa)‏ وأنها معادلة من الدرجة الأولى في fins fla‏ وأن 
FF‏ حلها يكون وفق She‏ 


G- se |] سوسس‎ + | 
| 

ts | 

| | شلك 

ا جد العل العام للمعادلة I‏ 

ydx=0 |‏ جره( “و =1( 
| 

| | الجراب: 

| نعيد صياغة المعادلة لا مكان مطابقتها مع الصيغة )3-28( أو )3-30( ودعنا نختار الصيغة الأخيرة : 

| 

| 

| 











, 


المعادلات alali‏ 
بقسمة المعادلة على y‏ و afl sole!‏ ينتج ! 


X + 3 
dx+—dy = ry y 


وبذلك تظهر المعادلة بالصبغة )330( وإنها خطبة في كل من mii sin)‏ 
۴ 
والان Eper‏ المعادلة xo‏ نحصل le‏ 
i 7‏ 
x" dy+—dy= y'dy‏ 
: 


ead) Sup م‎ 


2 oF | 
= dy 5 -— dy = 2 dy 
i 


ومن ذلك نحصل على العامل التكاماي ! 


(3-3) راجع‎ fix) - x ply) = m : OW) = -ly 


والآن نعوض ف الصبغة(3-31) فينتح: 
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| 

| 

| 

T 

| أو نجري بعض التكييف فنحصل على : 
y (x"y* +l) =e |‏ 
x y“ 4l =£ |‏ 
| بالضرب في ay’‏ ينتج : 


“ورد l+xy°‏ 
(وهو الحل العام). 


تمارين (3-1) 


| 1- جد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآنية : 





(2y-xy-3)de+xdy=0 و-‎ 


48 ت‎ -j 


= 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
| 





الثالث 


Solel!‏ التفاضلة 
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2- جد الحل الخاص للمعادلات التفاضلية في ظل الشروط المبية ]43 كل lyin‏ 


1 


P 7 dy 1 ب‎ h 
kcat i Sa al 


dy 


:- 0 عندما‎ y (X -lHa -[(' +4y=0 ~ 
dx 


< + = 3 عندمااء: 














الفصل الرابع 


المعادلات التفاضلية 
وبعض Glink)‏ الاقتصادية 











لماعم 





ey 


المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 
المعادلات التفاضلية 
yang‏ التطسقات الاقتصادية 


ذكرنا بأن التفاضلية هي معادلة تحنوي على مشتقات أو تفاضلات وان أكثر ما تستخدم فبه صبغ 
المعادلات التفاضلية هو النماذج الرياضية التي تعتبر Ob‏ أهمية عالية في عرض العلاقات بين العنادر 
الرئيسية المكونة لها وأفضل النماذج هو الذي يحتوي على المؤثبإت الأساسية للعلاقات القائمة وأضعفيا 
الذي يحتوي على yam‏ من هذه المؤثات. ومن تلك النماذج الرياضية النماذج الاقتصادية التي أصبحت 
dad ob‏ كبير في التحليلات الافتصادية الكمية وحيث أن مثل هذه النماذج يقوم على المعادلات 
التفاضلية فإن الأمر يتطلب إيجاد الحل العام أو الحل الخاص لها لغرض الوصول إلى حل النموذج. 

والنماذج الاقتصادية تقسم إلى قسمين: النماذج الساكنة (Static Models)‏ والنماذج المتحركة 
(Dynamic Models)‏ وتعتني النماذج الساكنة بحالات التوازن أي الحالات التي نحافظ عليها عند بلوغها. 
أما النماذج المتحركة فيدخل فيها عنصر الزمن سواء بشكل صريح أو ضمني. حيث يظهر بصيغة متغير في 
dow pall all‏ أو بصيغة متغيرات تباطو ية (Lagged Variables)‏ 

وتكثر تطبيقات المعادلات التفاضلية في بناء التماذج الاقتصادية Spall‏ ولكننا في هذا Jail‏ 
نستعرض المسط منها لان البعض منها glu‏ من التعقيد مما بتطلب المزيد من الدراية بالرياضيات 
المتقدمة. 

وقبل تناول بعض النماذج المذكورة أعلاه نود الإشارة إلى نوعين من المتغيرات التي تدخل في هذه 
النماذج هما 
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| المتغيات الذاخلية (Endogenous Variables)‏ والمتغيرات (Exogenous Variables) jl)‏ إن 
المتغيرات الداخلية هي المتغرات التي تتحدد قبمتها داخل النموذج بعد إجراء حله ويهذا فان هذه القيم 

| 
تخضع للتنبؤ أو تحتاج إلى معلومات لغرض إيضاحها. أما امنغرات الخارجية فتعرف قبمتها مسبقا ويمكن 


ويتكون النموذج عادة من معادلات عدة تكون البناء الأمامي pall‏ وتدعى بالمعادلات 
| الهيكلية وفيا يتم إيضاح العلاقات التي تربط المتغرات الداخلية بامنغيان الخارجة وفبها يتم إيضاح 
| العلاقات التي تربط المتغيات الداخلية بالمتغيات الخارجية. 

أما حل المعادلات (النموذج) إذا كان لها حلا فيتطلب إجراء عمليات صياغة وتكييف لمعادلات 


النموذج بحيث تصبح Ol patch‏ الداخلية في جيه والمتغيرات الخارجية من جهة أخرى أي نصح المتغيرات 





اعتبارها Culp‏ في النموذج. 
أو بكلمة أخرى تعتبر المتغيرات الداخلية تنبؤية نحصل عليها من النموذج أما المتغيات الخارجبة 
فإنها تتحدد من خارج النموذج. 


| الداخلية دؤل للمتغيرات الخارجية ولبعض (Parameters) Abel!‏ وتدعى المعادلات حينذاك با معادلات 
1 ذات الصبغة المختصرة: (Reduced From Equations)‏ ويمكن أن نصل إلى حل النموذج حين نستطبع 


الحصول على معادلة مختصرة لكل متغير داخلي E‏ النموذج. 
م | 


وعندما لا يتحقق ذلك فان النموذج يتعذر حله أو glas‏ إلى المعالجات إضافية لتذليل عمليات 
0 ودعنا تأخذ مثلا عن LAS‏ اختصار النموذج. 

فعندما تكون لدينا صيغة النموذج BU‏ 
C=a,+a,y+a,M‏ 
[=h+b,y‏ 


M=ete,E 
y=d,+d,P 








— — | a — E = —m | — =z. _— | — ةت = ا‎ — =a 






, — o كم‎ =z a =a — سكم‎ —z = = —z =z —z =, = —z — = 


المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


والنموذج بحنوي على معادلات تشير متغيتها إلى بعض من الحسابات الإجمالية للدخل الوطني 
حيث تشر P‏ , 1,۴ ,21 , لا ,© إلى الاستهلاك والدخل والواردات والاستثمار والصادرات ومن ثم موارد 
استخراج e, d lal hil‏ , ا , فهي ثوابت أو Maa‏ ولأجل حل النموذج بنبغي وضع معادلاته بالصيغة 
المختصرة فلو افترضنا بأن (1 ,© ) هما المتغيران الداخليان وبقية المتغيرات خارجية فان النموذج كن 
اختصاره ا dh‏ 
C=a,ta,(d,+d,p)+a,(e,+e,£)‏ 
J=h +b,(d, +d,p)‏ 
وبإعادة الصباغة ووضع معام جديدة مساوية لحاصل غرب المعالم الموجودة في المعادلتين أعلاه 
تصبح صبغة النموذج المختصمة SU‏ 


C=a ta, +a, Pta, ta, E 


f=) +b, +b P 

a, = ald, a, =a,(d,, على افتراض أن:‎ 
Jail 

d, =a, ê, |, =a,(e;) 3 
الرابع‎ C=a,+a.p+a,E ومن ثم:‎ 

I= b,+b,P 

d, =a, +a, +d, حيث أن:‎ 

=b +b,‏ ,م 
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وبذلك أظهرت الصبغة المختصرة للنموذج المتغيرات الداخلية دالة المتغيات الخارجبة أي أن: 
C= f(P,E)‏ 
I= f(P)‏ 
ويمكن حل النموذج بمجرد وضع قيم لكل من (PLE)‏ التي يفترض إنها معلومة باعتبارها متغيرات 
fai]‏ 
والآن بعد أن توضحت الصيغة المبسطة للنموذج الاقتصادي سنحاول استعراض بعض النماذج 
الأكثر شيوعاً والتي تستند في بناءها على المعادلات التفاضلية: 








Domar Growth Model jj) kasi مموذج النمو‎ 24 


pa‏ دومار موذجه في gall‏ الاقتصادي izua‏ ال معادلات التفاضلية کالاني: 
dy a |‏ 
—=-—y=0‏ 41( 
dı p’‏ )4-1 
حيث أن bey‏ الدخل و() الزمن أما #/, فهي معام ثابة. 


| 


G 52 | 
F لحر‎ 








a 

bes |‏ 57 للاختصار ونعيد صباغة النموذج في )41( ليصبح على غرار الصيغة )8-3( أي 
| صبغة المعادلة التفاضلية ذات المتغيات المنفصلة أو: 

M(x\dx + N(y)dy =0 

| 


Darid Domar)‏ ج ايفسي ديفيد دومار: اقتصادي ولد ستة 1914 وكانت قطبلاته لعمليات التو الاقتصادي من الأعمال للبكرة لجسل التعليلات 
الكبنزية ذات طابع منحرك وذلك بأخذ التغيات التي نطرأ على اللتغيات الاقتصادية الكلية عر yay‏ بنظر Jah‏ 








المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


وذلك كالأي: 
d 3‏ 
Ly‏ == 
dt‏ 
YY i‏ 7 )4-2( 
F‏ 
وعند مراجعة الفقرة (1/4-8) نستطيع أن نجد الحل العام للمعادلة (4-2)وذلك: 
دكامل طرفي المعادلة فنحصل على: 
Inye—+InC‏ 
? 
٤‏ : هو ثابت عشوائي واختير هنا بصبغة مناسبة Cam‏ أن الأصل أن يكنب > 
y E‏ 
h==—‏ 
c 2‏ 
1 


١‏ = الفصل 
ف r‏ الرابع 
“)دنر )43( 
أما الطريقة الثانية التي يمكن بموجبها حل النموذج فهى اختبار معامل تكاملي مناسب بعد وضع 
المعاذلة بالصيغة ASY‏ 


Y ips) 
Mi 


وهنا تظهر PIX)‏ المبينة في العلاقة )8-19( تساوي -L)‏ ) وبذلك بمكن تحديد المعامل التكاهلي 


المناسب ألا وهو: 
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ر )44( 
وهو الحل العام للنموذج أيضاً. 


موذج دومار في الاقتصاد الكلي 
Domar Macroeconomic Model‏ 


يتكون نموذج دومار في الاقتصاد الكلي من معادلات التي تحتوي على المتغيرات الكلية في الاقتصاد 
يا الوطني كالدخل والاستثمار والادخار أما صيغة النموذج فهي: 











S(t)=ay\t) $ 

4 É 
l= 8— 
(t) ص‎ 

S(t) =1(0) 

a>0,B>0 | 

Cue |‏ أن )8( يشل الادخار و (۲) الدخل و )1( الاستثمار وهي جميعا متغيرات داخلية ودوال 

ر | للزمن )0( lel ts‏ الول إلى أن الادخار هو نسبة معينة من الدخل أما المعادلة اثانية فتنص على 

| أ أن الاستثمار هو نسبة من معدل تغير الاخل عبر الزمن فيما تنص المعادلة الثالثة على تساوي كل من 

shally |الادخار‎ | 

| وتعكس المعادلات الثلاث العلاقات العامة بين المتغيات فيها ويمكن استخراج معادلة جديدة منها 

| تلخص التغيان عب الزمن في ll‏ المذكورة وذلك كما بلي 

1 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 





ia 


المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


1 


! 
p 


— 


= |5- 


وا ثانت: 
N= St) = a(t)‏ 


2.8 We) 


dt f 
*-® «=0 
dtp 


Sey‏ إيجاد الحل العام للمعاالة التفاضلية أعلاه بطريقة اختيار معامل تكاملي مناسب. وهنا 
تظير في المعادلة P(X)‏ ) المبينة في العلاقة )8-19( 


at 
p(x) = 
Jl 
nai ومن ذلك يمكن تحديد المعامل التكاماى المناسب هو:‎ 
Fl | (at 
zl ; {ety 
الحل العام للنموذج فهو:‎ Lil 
5 pê _ fe! 1*0) +C 
ye lee oF i 
(45) y= cel 
| (وهو الحل العام‎ 
51 أما قيم كل من‎ Cold ©, f Ge, وتظبر معادلة الحل بان الدخل هو دالة للوقت مادامت‎ 
AJE فيمكن استخراجها بالطريقة‎ 
| - 5 - بم‎ =C" 
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| 

| 

| 

١ 

| أما الحل الخاص للنموذج فهو: 

| إذاكانت Vy‏ > '( وهو مستوى الدخل عند بدابة الفترة عندما تكون 0 =۲ إذن: 

Jo = g۴ = م‎ | 

| وبذلك يكون الحل الخاس: 

(46) yey فا‎ | 

| ومن الحل الخاص يكن إيجاد فيم كل (SD‏ حيث أن: 

l =§ - = aye" | 

دعنا الآن نعطي bled‏ النموذج قيما افتإضية ونرى كيف يعمل النموذج: 

S(t) =0.18y(t) | 

yng tl | 

I) =097 | 
S(t)= I(t) 






وعندما تكون ۲ في بداية الفترة فان C‏ = رار ولنفترض أن الدخل في بداية الفترة يساوي )150( 
6 فما هو مستوى الدخل بعد (4) سنوات. الآن نستخدم الحل الخاص من العلاقة )4-5( لنحصل على: 
ر 150 y=‏ 
=150e"‏ 


=15((2.225) 
pea 








mm eae 





المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


ويظهر من نتائج حل النموذج أن الدخل البالغ في بداية الفترة )150( قد أصبح BH)‏ في نهاية 
الفترة التي افترض أنها (4) سنوات ويبدو أن الدخل نما معدل Jle‏ هو 228 سنوبا تقريبا وهذا يعتمد 
على ales!‏ المقدرة للنموذج 3 Aap)‏ 


gisi‏ دومار في الدين الوطني 
Domar National Dept Model‏ 


استخدم دومار مجموعة من المعادلات التفاضلية كتلك التي استخدمها في النموذج الكلي del‏ 
Gee‏ حاول في النموذج abil‏ توضبح العلاقات بين الدخل الوطني والدين الوطني بصبغة النموذج الآي. 


dD 7 
dM MI 


5 

ma B 

WO)=y, 

D(0)=D, 

0< ,0< م الرابع 
حيث أن 0 تمثل الدين الوطني و( الدخل الوطني ويظهر في المعادلتين الأولى والثانية واضحا أن 
كل من DY)‏ هما متغيران داخليان ويتزايد في النموذج الدخل الوطني معدل ثابت هو أ عبر الزمن (t‏ 
( وان معدل زيادة الدين الوطني هو نسبة ثابتة ‏ من الدخل الوطني. lal‏ المعادلتين الثالثة إلرابعة 
فتعطي شروطاً ابتدائية للنموذج والتي تشر إلى أن الدخل الوطني في بداية الفترة يساوي مقداراً Eaa‏ هو 
رال كما أن الدين الوطني في بداية Spill‏ يساوي Dy Lal‏ كما أن هناك Lala] bp‏ ينص على أن كل 

من a, B‏ ثوابت قيمتها اكبر من shall‏ 


Jail 
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والآن إذا كاملنا المعادلة الثانية نحصل على: 


| 

l 

| 

١ 

| 

y= ام‎ + 6 | 
( عشواني‎ Cab gi=C) | 

| وحيث أن y= yy‏ عندما 0= sal) ١‏ ول( (C=‏ 
ظ “Y= P+ Jo‏ 
| وبالتعويض في المعادلة الأولى من النموذج نحصل على: 
dD |‏ 
Fells |‏ 
| والآن نكامل: 

D= apt + ان‎ +) | 
| 


ومادام D= Dy‏ عندما 0 ؛ إذن نكون Dy‏ المعادلة أعلاه D, =C‏ 


| 





3 
وإن: soft +ayt+D,‏ 0 
وبذلك يكون حل النموذج كما اي: 
| 
Dit) =< apt +ayt+ D, ‘ls‏ 
وو( WH= A+‏ )£7( 
وتعتبر نسبة الدين الوطني إلى الداخل الوطني ذات أهمية في نموذج دومار أعلاه وذلك حسبما 
abal jue‏ 


l 1م‎ | 
D(t) ha +ay,t+ Do 





y(t) Bt + Yo 





أو بصيغة أخرى: 


ا 
j‏ 





المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


‘apr’ 
Dit) D ay,t 9 
tT oe’ ea 
wt) Bt+y, Bitty, pity, 





(4-8) 


D 
pr +F, 
l ay 


Atha É 








)( جه 








تو 
0 2 
P+‏ 
D (1) | 0‏ 
ولهذا ale‏ عندما 5ج ij ١‏ © > حت 
v(t)‏ 
وي هذا النموذج يلاحظ أن نسبة الدين الوطني إلى الدخل الوطني تتزايد بلا قبود عبر ol‏ الفصل 
54 موذج السعر المعدل Price Adjustment Model‏ الرابع 


يعتبر فالراس من الذين تناولوا توازن السوق مشا إلى التعديلات التي تجريها قوى السوق لإعادة 
التوازن في حالة اختلاك, كما تناول الموضوع مارشال وابغانس وغيرهم. وقد صبغت فرضيات السعر المعدل 
وفق نموذج يتحدث عن سوق للسلع يتمثل فيه العرض والطلب معادلتين خطيتين كما في النموذج الخطي 
البسبط وممكن حلهما للوصول إلى سعر التوازن بالطريقة الاعتيادة. ولكن بالإضافة إلى ذلك هناك معادلة 
تبين أن معدل تغير السعر عبر الزمن هو نسبة من الزيادة في الطلب أي زيادة الطلب على العرض (DS)‏ 
فإذا كانت الزيادة في الطلب موجبة أي (0-5<0) فان ذلك يؤدي إلى ارتفاع السعر في حين تؤدي الزيادة 
السالبة في الطلب إلى خفض السعر. أما صبغة النموذج فهي: 
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dt) =a, +a, pt) 
s(t) = Û, + B,plt) 


Poya -5) 


a, <0, <0, <0‏ 
حيث أن P‏ نمثل السعر و 5 تمثل العرض و 8 تمثل الطلب tg‏ الزمن أما By‏ فهي معام 
| ثابنة. وهكذا يظهر واضحا من Dalal!‏ الثالثة في النموذج أن الطلب لا يساوي العرض. 
ولأجل حل النموذج تتبع الخطوات الآنية: 
نعوض المعادلتين الأولى والثانية با معادلة الثالثة لينتج: 


1 10 +a,p)-(f, + Bp)) 


49) = fa, -A + (a, - B,)p] 
أي أن:‎ Desy وحيث أن سعر التوازن يتحقق عندما‎ 





+ ,ل û, +û, p=‏ 
a)‏ رثإ ام = a Û‏ 
p= za‏ .)410( 
وهو سعر التوازن وقد رمزنا له بالرهز (Pe)‏ 
ومن المعاذلة )4-10( نحصل على: 
a)‏ - رابع = i)‏ - ,4( 











المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


=-p,(a,- ff) 
وبالتعويض ف المعادكه )4-9( ينتع:‎ 


A 15 plc -A )+(a,— B, ip] 


=(a,- Mp ابم‎ 
واختصاراً بالرموز لتكن:‎ 
/ - yia- p) 
فيكون لدينا:‎ 
dp, 
+ = i(p-p,) 
i (P-P 
ود ےم‎ 
Jail p-p, d 
على:‎ Lal والآن‎ 


In(p- p,)=At+C‏ ف 
p-p =C"‏ 
p= p,+Ce®‏ )11+( 
وما كان السعر p= py‏ في بداية الفترة أي عندما 0 ٠=‏ في Sly‏ الفترة الزمنية وعندها تكون 


- ون[ C=‏ وبذلك تكون المعادلة )4-11 كما يأق: 


(412) p=p +h" P, je” 
الحل العام للنموذج)‎ gag) 
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ظ وحيث أن وكما ذكرنا أعلاه فان: 

_ 
Pha,‏ 
| كما أن: 
i= yla- A)‏ 
| ومادام A<), p> p,‏ عندما t>o‏ 
ute | |‏ 
| إذا كان الطلب والعرض (لكل وحدة من الزمن ) على إنتاج معين حسب الدالتين الآثبتين على 
اهيا 
d=ap+b (1) |‏ 
s=+m (2) |‏ 


حيث أن d,‏ هما الطلب والعرض على التوال Ps‏ السعر و abem‏ معام ثابتة. وإذا كان السعر 
ك يتغير عبر الزمن بنسبة متناقصة مع الزيادة في الطلب على العرض. بين باز: 

ts iup-p,)=0 () 

P=P.+(Py-p)e™ )ب(‎ 

(أ) نصيغ دالة السعر كمتغير عبر الزمن كنسبة من الزيادة في الطلب: 





)0 (:- )ب - ® 


والآن نعوض المعادلة الأولى والثانية في المعادلة )3( فينتج: 


r +b - qp - m] 





| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 
=-y|(b-m)+(a-c)p] (4) l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 








المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


e‏ أن سعر التَوازن يتحقق عندها؛ = sld‏ أن 


ap+b=cp+m 
b-m= p(c—a) 
~ b-m 
` p. =— 
> 
أو‎ 
b—m= p.(c—a) 
=—p,(a-c) 
وبتعويض ذلك في المعادلة )4( ينتح:‎ 
dp a 
—=-/\-p, a-C)+ a-c) 
rE p.la-e)+(a-c)p] 
الترثيس:‎ tleh 
الفصل‎ dp = -y|p = p Ad = c)| 
di 
والآن لتكن: الرابع‎ 
A=y(a-c) 
dp. 
i—=-A(p- 
بن‎ MP Ped 
أو‎ 


dp | 8 

—+Alip-p j=0 (5 

F (p-p,)=0 (5) 

(ب)ناخذ المعادلة )5( saa‏ صباغنيا: 
EA‏ ا 
p-p, dt‏ 


ونكامل المعادلة )6( ينتج: 

In(p—p,)=-At+e (7)‏ وبإعادة التكييف ينتج: 

j p-p,=ce™ (8)‏ “مم جيم دم 

des‏ أن ,م - 7 bas‏ )10( في بداية الفترة فان قيمة » في المعادلة 


)0 تكون: 
| وبالتعويض في معاذله (8) ينتج 
p= p, +e?‏ 
0 
“C= Dy =P, |‏ 
P=P,+(Py- pe“‏ 


موذج الدخل - الاستهلاك - الاستثمار 
Income - Consumption - Investment Model‏ 





يكون هذا النموذج في بعض مكوناته من معادلة تفاضلية أما المعادلات الأخرى فيه فهي خطية 
Coe‏ يبن النموذج بان الاستهلاك والاستثمار هما دالتان للدخل. 
أما الدخل فيتغير معدل ثل نسبة معينة من الزيادة في الطلب ويقصد بالطلب هنا الطلب على 
الاستهلاك أو الاستثمار أما الزيادة في الطلب فهي الاستهلاك والاستثمار معأ مطروحاً منهما الدخل الذي 
يمثل جائب العرض. وبذلك يظير النموذج بالإطار الآني: 
Cm(t)=a¥,(t) (1)‏ 
)2( )1( ,1= )1,1 


| 











— = VV ë هاا‎ 





كا | —_— _—— 


المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 


dy | 
—=Al(c,+1,-¥,) (3 
di / i 5 (3) 


H= -y (4)‏ 
0< 0,4 <„ لاحن 
حيث أن Cm, Im, Ym‏ هي انحرافات كل من الاستهلاك والاستثمار والدخل على التوالي عن 
قيمتها في مستوى التوازن أي عن Ce, le, Ye‏ أما yA‏ فهي معام ثابتة ولحل النموذج أعلاه نقوم 
‘Ske‏ 
نعوض المعادلتين الأولى والثانية بالمعادلة الثالثة لينتم: 


dY 
— = A, + -F,) (5) 





=Alat+y lft, 


ay _ Mat y-l}dt (6) 


الفصل 
والآن نكامل اللعادلة التفاضلية )6( ينتج: 
-d nF, =Ala+y-1It+C 0)‏ 


Cob boy‏ تمثل هنا ثابت عشوائي وليس الاستهلاك. 
Cear (8)‏ د ۲ 
ومادام ١,‏ - ر[ = F‏ عندما 9 ! حيث أن و[ هو الدخل في بداية الفترة. 
وعندما t=O‏ تكون قيمة © في المعادلة (8) كما igh‏ 
م - ¥ 


Y =C 


نذكر مره أخرى بأن © هنا هي Cob‏ عشوائي وليس الاستهلاك. 
| وحيث أن ,1 - ,1 -(0)ي1 من المعادلة (4) فإن: 
C= =F (9)‏ 

وبالتعويض عن قبمة C‏ في المعادلة )9( با معادلة )8( ينتج: 
)10( تور - Fa =K‏ 


Uy |‏ كان مقدار انحراف الدخل بشكل عام Fa‏ هو الدخل مطروحا منه الدخل عند مستوى 
| التوازن أي أن: 


E 
mh 


=۲ + sh (11) 


وبالتعويض عن Fy dad‏ الواردة في ابمعادلة )10( بالمعادلة )11( ينتج: 
Y =¥, +(e‏ 
وإذا ما 00 + ٤‏ وكانت |> ۸ + 0 فإن: 


YoY, er! مج‎ 


ارين )4-1( 
1- تشير الدراسات في سوق معبنة إلى أن دالتي الطلب والعرض على سلعة ما كانت على التوالي 
كما igh‏ 
d=a+bp |‏ 
s=me+cp |‏ 
وكان السعر بتغير عبر الزمن بنسبة متزايدة عن مقدار الزيادة في الطلب أي أن: 
bad-‏ 
e-s‏ بي 


وا لمطلوب إيجاد مستوى السعر (P)‏ في هذه السوق عن طريق حل النموذج, 


| 











À 
| 
| 





ia 


ely 


المعادلات التفاضلية وبعض التطسقات الاقتضادية 
2- وجد أن نموذج الدين الوطني حسب الصبغة AFM‏ 


dD 
—=ay\t}+} 
p i 


لام 
di‏ 
HO)=1‏ 
D\0)= D,‏ 
a> 0, >0, >0‏ 
حل النموذج لإيجاد نسبة الدين الوطني إلى الدخل الوطني. 
3 خذ النموذج 1 
SN) - aty‏ 
I()= B 2‏ 
sit) = Hr)‏ 
f>0‏ ,>< 
جد الحل العام Jolly‏ الخاص للنموذج. 
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Difference Equations 
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ذكرنا في مقدمة الفصل الثامن بان المعادلات التي تحتوي على متغيات تتحرك بشكل منفصل gh)‏ 
مستمر) تدعى بمعدلات الفروق. في yo‏ تسعى المعادلات التي تعالج العلاقات بين المتغيرات التي تتبدل 
بشكل متصل (yates)‏ بالمعادلات التفاضلية. وتكثر في الإحصاءات الاقتصادية طرق تسجيل البيانات وفق 
فترات زمنية متباينة فهناك الفتإت السنوية كإحصاءات الدخل القومي والأنفاق الاستثمار وغيرها. وهناك 
الفترات الفصلية OLLIE‏ المالية وحسابات الشركات وموقفها JU‏ وهناك الفترات الشهرية كالإحصاءات 
ميزانية الأسرة وأجور ورواتب الجهات الحكومية والأهلبة وإحصاءات الإنتاج وغير ذلك. ومن الإحصاءات 
ها يسجل يوميا بالحسابات التي ترحل إلى سجلات الأستاذ واليومية في مختلف الشركات والأعمال. وهكذا 
يتين لنا بان الزمن أصبح عنصا مهما في تسجيل المتغيرات الاقتصادية وأصبحت التبدلات التي تطرأ 
دالة للزمن وخاصة عند إجراء التحليلات وحسابات التوقعات والتنبؤات وبناء النماذج الاقتصاذية. 

وعلية فقد اعتمد الزمن كمتغير مسقل تعتمد عليه المتغيات الاقتصادية عند تبدلها من توء الخاهس 
إلى مستوى آخر وصار يشار إلى التحليلات التي تعني بهذا الجائب بتحليلات الفترة الزمنية مادام التغير 


$ الفصل 


يتم عبر الزمن بصورة متقطعة بغض النظر عن كونه يوم أو فصل أو سنة أو غير ذلك. 

كما تشر إلى أن إدخال الزمن كمتغير مستقل ف المعادلات أو الدوال الاقتصادية ينقلها من الحالة 
الساكنة إلى الحالة الحركية Mad‏ الاستثمار بدلا أن تكتب بحالتها الساكنة: Tray‏ أي أن مستوى الاستثمار 
0( يساوي نسبة معينة من الدخل ty)‏ تصبح في حالتها الحركية d, = ay,‏ بعد أن دخل عنصر الزمن )1( 
أو J) = ay,‏ ويكون الاستثمار هنا دالة للدخل ف السنة السابقة أو رها في السنة ما قبل السابقة duly‏ 


صبغة من صيغ الزمن تأخذها الدالة. 
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حيث أن استمرارية الزمن أو تقطعه هو الذي يحدد نوع المعادلة فيما إذا كانت تفاضلية أو 
فرق لبن الزنن CE)‏ هو اشير المسقل الذي يعدد Ll‏ فكل sata soll ciel‏ إن وان 
| لأغراض عمومية التحليل سنأخذ المتغير (x)‏ بدلا من(1) كمتغير Jima‏ يؤثر على Cy)‏ وهنا نقول إذا 
| كانت yatta)‏ بمفهوم معادلات الفروق فإن قيم y‏ تتحدد بقيم صحبحة ل (x)‏ أي أن ه...,0,1,2,3-: ويرمز 
ل bole y‏ في معادلات الفروق بالرمز ,ا وتعني التغير الذي يطرأ على نتيجة للتغير في × من( ») إلى ) 
m) |‏ ويمكن كتابة هذه العلاقة SWS‏ 
| 


وال - AY, = You‏ )5-1( 
وتدعى À‏ هنا بالعداد الذي يساعد على حساب التغيات في y‏ أما المعادلة من النوع )10-1( 


9 فتسمى معادلة فروق من الدرجة الأولى لكونها تحسب لنا الفروق في المتغير y‏ كمرحلة أولى عندما يتغير 


وعند ذاك نكون plal‏ معادلة فروق من المرتبة العليا وهكذا التدرج في المراتب كلما ارتقينا في عملبات 


FE‏ حساب الفروق بين الفروق من مرتبة إلى الأكثر منها منزلة. 
| فالفرق الثاني ل ,ا يحسب GS‏ 


Ay, = Ay, 
= WAY, 
= (Vso Yala) 
(5-2) = Vr Iaat | 

ظ والفرق الثالث ل y,‏ فيستخرج كما يأني: 

Sy, =A(y,) 
= Ay, ~2Ay,4 + ¥, | 


=(Y 43 Yaa) AN er Jon tua 7 Ie) 












a ae 


.oaoOwxm ھھھ‎ 21١ | 32: فف‎ å ë ë =a 


معادلات الفروق 


ل =F FF‏ )3( 
وبمثل هذا الأساس Se‏ حساب الفرق من آية Liye‏ بنفس الطريقة فحساب Spill‏ ل y,‏ 
يكون كما ib‏ 
“لات = My,‏ 





~ im 


تل 
بلاحظ Lil‏ تعاملنا مع y‏ كدالة xt‏ بدلا من الزمن t‏ وهو موضوع مناقشتنا لمعنى معادلات 
الفروق لأغراض التسيط. وسنبقى على ذلك خلال الفقرات القادمة وسنعود لاستخدام الزمن ) بدلا من > 
في الأقسام الأخيرة. 
والصبغة رقم (10-4) تضع القاعدة العامة لحساب أي فرق مطلوب, LoL! Wh‏ بعض الأمثلة 


لتوضيح ها سبق ذكره: 
مثال (1) Jail‏ 
إذا كانت 5+ دم الخامس 


y, احسب الفرق الثاني ل‎ 
حسب العلاقة )10-2( فإن:‎ 
Vy VaT Wa + أل‎ 
وعلية فإن‎ 
Sy, =[(x+2) +5]- Yael) +5] + +S] 
= (x° +4x+445)-2 x" +2 +1+5)+(2° +5) 


= (x -1x +r 4x-4x)+(9-12+5) 


=) 
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جد الفرق الأول للدالة ASW‏ 
1+ 3= 
من العلاقة )5-1( فإن الفرق الأول هو: 

W, > Vins 
= *(ا+:)ة)‎ +1]-[3x° +1] 
=6x+3 
=}(2x=!) 

جد الفرق الثالث للدالة الآئية: 


y=2y -1 
الجواب:‎ 
باستخدام العلاقة )5-3( يمكن حل المسالة كما بلي‎ 
N'Y, - Yeu Imt Vea 7) 
=[2(x+3)° +11-302 +2° -![+ 3f2(x+ lf -1[-]22 - 1[ 
= (2x +12x+18-1)-(6x° + (ا- 2 +ع24‎ +(6x° + 12+ 6-1)- )22 -1) 
=(2x -6x -2x )+(12x- 24x +12x)+ (17-23+5+1) 
=0 
Linear Difference Equations معادلات الفروق الخطية‎ 103 





نكون معادلة الفروق خطبة إذا كان المتغير المعتمد من الدرجة الأولى أي غير مرفوع لقوة معبنة 
صريحة أو ناجمة عن حاصل ضرب BL‏ أما مرتبة امعادلة فكما ذكرنا فهي أعلى فرق موجود في المعادلة 




















O E ë | 


معادلات الفروق 


فا معادلة : 


I, =d‏ و 
F dy aty, = 7‏ 


شي معادلة فروق خطية أما مرتبتها فهي المرتبة الثانية وعادة ما تكتب معادلات الفروق بإحدى 
أ- إما كدالة ضمنية للمتغير y‏ عند n‏ من القبم المختلفة للمتغير y‏ أي بالصيغة الآنبة : 
fl Vern» Yom- r) =O‏ ...)55( 
ب- أو كدالة للمتغير y‏ وفروقاته gin‏ بالصيغة الآنية : 
F(A y AM yA ye )=0‏ )56( 
وتعتبر الصبغة ( 5-5 ) أكثر استعملاً وتداولاً ولتوضيح LAS‏ كتابة معادلات الفروق ومن الصيغة 
المذكورة نأخذ الأمثلة الآتية . 
فال )1( 
خذ doles‏ الفروق حسب ) 5-6( 
Ay, - 3‏ الخامس 
يمكن أن تكتب حسب الصيغة ( 5-5) 
Jaz) -3‏ 
(وهي خطية من المرتبة الأولى ( 
لدينا معادلة الفروق حسب الصيغة (56 ) 


=x‏ للف - ال 
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: نستطيع كتابتها حسب الصبغة كما يأني‎ 
Aa TSA Aa - (> 3 | 
nA - AA > 
Yaa 72Ya tJ, <2 +2, =X 


Ja رك‎ + by x =Û 
| 





وهي معادلة فروق ومن المرتبة الثانية , 


54 حلول معادلات الفروق 


ظ يعرف حل معادلة الفروق بأنه العلاقة الدالبة التي لا تحتوي على فروقات وتتحدد قيمتها بجمع 
الفيم المحيحة غير السالبة والتي تفي بمتطلبات معادلة الفروق نفسها . 

وبمعنى آخر تعتبر pelin)‏ حلا معادلة فروق إذا كانت أي قبمة ل( تفي بمتطلبات معادلة الفروق 
3[ لكل فيم gel‏ المستفل x‏ التي تؤخذ لهذا الغرض. 
أما الحل العام لمعادلة الفروق فيعرف بكونه الحل الذي بحتوي على n‏ من الثوابت العشوائية. 
| أما الحل الخاص لمعادلة الفروق فهو الحل الذي يمكن الحصول علية من الحل العام عن طريق 
إعطاء قبم معينة للثوابت العشوائية المجودة في الحل العام » وهذه القيم تعطي ضمن الشروط الأولية 
(initial conditions) |‏ ويعتمد عدد الثوابت العشوائية في الحل العام على مرتبة معادلة الفروق فالمعادلة 
اا يسيع nll‏ من jon gb tl Bal al‏ الي 


| 
| 








| لنأخذ بعض الأمثة الإيضاحية : 


بين بأن + =x‏ ,ا هو حل Used‏ الفروق التالية : 


تن > ول 


_ i: || ڪڪ || | كا‎ lL ق ڪڪ‎ å ë ë ھھھ كا ھھھ كك‎ || å ë ë Å å — ا‎ 





معادلات الفروق 


ثم خد الحل الخاص إذا كانت |= Ya‏ (ونعني ب ر قيمة y‏ في بداية الفترة أي عندما يكون 
الزمن 1-0 ) ولكن لنتذكر Lal‏ نستخدم الآن ± بدلا من ١‏ كما سلفنا ذكرة . 


VF =)‏ 
(x+l+c)-(x+c)=|‏ 
لذلك ob‏ 
y,=x+e‏ 
وهو الحل العام 
ولدينا : 
y, =!‏ 
y+c=l‏ 
لو كان عد في بداية الفترة فإن : 
ع + نح | yai‏ 
c=]‏ الخامس 
ولهذا OB‏ 3+1 = ,'7 وهو الحل الخاص عندما | > Yo‏ 
بين أن 
3 
هو حل معادلة الفروق 
2 
Vou Fs 3‏ 
ثم جد الحل الخاص إذا كانت 4= Vy‏ 
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لديا : 
و 
Fra MES‏ 
وک و شا 
3 3 3 
اع اا 
3 3 3 
x(x+1-x-l) 2‏ 
3 3 
2_2 
3 3 
لذلك فإن 
y= (x : l)x 0‏ 
) وهو الحل العام doled‏ الفروق ( 
أما الحل الخلص GUS‏ : 
لدمنا : 
4- نر 
اع . 
في بداية الفترة 
وهكذا فان 
اا 
e=4‏ 





= 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
| 





معادلات الفروق 


وبذلك يكون الحل الخاص ؛ 


لعا 
3 


er i 


معادلة الفروق الخطية من المرتبة الأولى ذات المعاملات الثابتة 
Linear First - Order Difference Equations With Constant Coefficients‏ 





تكتب معادلة الفروق الخطية من المرتبة الأولى ذات المعاملات الثابتة كما في الصبغة ASN‏ 
ayy, = a(x), =p) , a0, a(x) #0‏ 


تاق ا (5-7) 


alt)" al) 


و إذا كانت : 
a(x), a(x), glx)‏ 
Cal‏ وليست دوال للمتغير × فإن : فت 


AY, FB‏ سل (sg)‏ الخامس 


حيث أن 8 ,ل ثوابت و 0 8 ,4۶0 إذا وإذا فقط 0 = م ف المعادلة الأصلية )5-7( 


: أما حل هذه المعادلة فيتم حسب الخطوات التالية‎ 
y= AY, +B 
با‎ = A(AY, + B)+B 
= 4F, + AB+B 
Y, = A (Ay, + B)+ AB+B 
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= A’Y,+A°B+AB+B 

Y, = A (Ay, + B)+A°B++AB+B 
= AY +A 8 + “ار‎ B+ AB+B 

Y, = “ا‎ (Ay, + B)+4°B+A°B++AB+B 
= AY, + 'إر‎ 8+ B+ “ار‎ 8 + 18+ 8 
=A'Y,+B(A'+4'+4 + 4+1) 


: وهكذا فإن‎ 
F, AT ANAIA A ...اج‎ 4) 


اع 
y= AY, +BY 4"‏ 
ا 


l- “بر‎ y=l 
A#| ot TÎ ما هي إلا متوالية هندسية ذات مجموع يساوي‎ yA وبلاحظ أن‎ 
-= vað E 


وبهذا فإن حل معادلة الفروق 8 + Ay,‏ = رار بأخذ صيغتين هما : 


1100 


fad ار‎ 





(5-10) ... زر = ,لز‎ FB FOR(A=1 , X=0,1,2......) 
doled! وبلاحظ أن الحل في ( 59 ) أو ( 510 ) يفي متطلبات‎ 
: وهي‎ (58) 





Ya = Ay, +B 


وكما موضح أدناة : 
إذاكان ±1 4 فإن 





| 
| 









الخامس 


معادلات الفروق 


Ve > dy, +8 
l- A" 
= AAT +B ——)+B 
le hia 


_ stl aye 
= yy 4 poe 4 = = 4 


MORSI CF di 
=A") + 8 
+ Bl ay ) 





ob 4 = | أما اذا كان‎ 
Yeu = J, +8 

- )(+81(+ 8 
=y +A + | 

وهناك ثلاثة حالات dole‏ لمعادلة الفروق : 

Ay, +‏ = إل تظهر خلال التحليلات الاقتصادية إلا وهي : 

: معادلة فروق من المرتمة الأولى ذات ثابت‎ -l 
(SI .. ىلل‎ > > 
ويكون حل هذه المعادلة ؛‎ 
(5-10) وهو نفس الحل في‎ V, = وز‎ + BX 


2- معادلة فروق من المرتبة الأولى ذات تناسب مع المتغير وتنجم هذه الحالة عندما : 


B=0‏ لس 
l-g‏ 
وحيث تكون المعادلة : 
Y-Y =at,‏ 


rel 


ويكون حل هذه المعاذلة : 
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| 
| 
F, =(——)'J, |‏ )5-12( 
l-g |‏ 
| 3 معادلة فروق من JAM‏ وتشكل ذالة خطية مع المتغير بالصيغة الآنية : 
hat, =al a +B‏ 
| وتنجم هذه الحالة عندما: 
| لعج A‏ 
l-a 1-0 | |‏ 
| ويكون حل هذه المعاذلة : 
۳ 
| ]| - ا J, = (yy,‏ )513( 
l-a a l-a |‏ 
ibay‏ 


إذاكان 0 = 8 ف معادلة الفروق 8 + AV,‏ = رال فإنها تصبح US‏ 
AY,‏ = ربا ويكون حلها حسب الصيغة ( 5-9) : 
V, = 4",‏ وتسمى هذه المعادلة بالمعادلة المساعدة وسوف نحتاج لها عند مناقشة معادلة 








| |الفروق من الدرجة الثانية: 

| ولتوضيح حل معادلة الفروق الخطية من المرتبة الأولى ذات المعاملات الثابتة تأخذ الأمثلة الآتية : 
| حل المعاذلة : 

J = 2y, 42 | 

| الجواب : 

| بلاحظ أن A=2‏ أي أن A#]‏ 

| لذلك تؤخذ صيغة الحل المذكور في )59( وهو : 

| 

| 

| 








—_—_— ë = ë 


معادلات الفروق 


-F 
y, = yy +B] — 
l-4 
|] 
لامي‎ 


y, 2 ور*2‎ +(I-2") 
Y = )1,+2(2*-2 
العام‎ Joul وهو‎ 
: فإن‎ Vy > 2 أما الحل الخاص إذا كانت‎ 


حل المعادلة AY‏ الخامس 
Jt Sy, =O‏ 

وجد الحل الخاص إذا كانت 4 = Vy‏ 

تعد صماغة اللعادلة : 
Ja = 73},‏ 


ويلاحظ أن AZ|‏ وذلك Job‏ الصغة ( 5-9) كقاعدة لحل المعادلة : 


|- 
Ys = Ay, + 8(—) 
ان‎ 4 


183 





| 
| 
| 
١‏ 
| "143 م 
YK) |‏ اکير » 
l‏ و( )3-(= 
| وهو الحل العام 
| والحل الخاص إذا كانت 4 > Vg‏ هو: 
y, =(-3)'4 |‏ 
| او '(3-)4- 
an ||‏ 
| حل المعادلة الآتية : 
dy -2y,+6=0 |‏ 
| ثم جد الحل الخاص إذا كانت 5= Jy‏ : 
نعيد صباغة المعادلة بعد القسمة على )2( ينتج : 
Ym =)‏ 
ويلاحظ هنا أن A=]‏ ولهذا نطبق صيغة الحل كما في )5-10( : 
وهي Lisl‏ مثلاً للحالة الخاصة رقم (1 ) المذكورة في ( 511( 
Y, 21-5‏ 
7-31 = 
وهو الحل العام 
وبذلك يكون الحل الخاص في حالة كون 3 - و[ : 
y,=5-3X‏ 





ا 
j‏ 





الخامس 


معادلات الفروق 








جد حل المعادلة الآثية : 
yy +‏ 
بعد dole!‏ الصباغة بالقسمة على ( 3 ) تكون المعادلة : 
2 
Ya = yh +l‏ 
بلاحظ أن | A‏ ولهذا نطبق صبغة الحل في ( 5-9 ) : 
y, = Ay, + Bl =‏ 
)5( 3 
Gat 2‏ = 
3 
)=+ = 
و 
3+ ا = 
وهو الحل العام 


حل معادلة الفروق الآثية ثم جد الحل الخاص إذا كانت 2 > Vy‏ 
| 
Paal =F; =z +l‏ 


5 


تظهر المعادلة أعلاه كما في الحالة )2( الخاصة ويكون حلها حسب الصيغة )512( 
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وهو الحل العام 
أما الحل الخاص عندما 2 = Vp‏ فهو: 


cs 
- 10) 


وللتحفق من صحة الحل إذا استخدمنا طريقة أخرى للحل بعد إعادة صباغة المسالة ينتج : 


ويدو dl‏ ا22 =4 مع ملاحظة أن B=0‏ 


ولهذا نأخذ بطريقة الحل المذكورة في ( 59 ) لنحصل على : 





| 
E a e a R a e سس حيس‎ 





معادلات الفروق 


Lh 
=) 
العام أعلاة‎ Jal وهو نفس‎ 
(6) Jta 
: معادلة الفروق الآنية ثم استخرج الحل الخاص بافتراض أن‎ Jo 
%=3 


Feil 0 Fy = ye + l 


المعادلة أعلاه من الصنف الذي تنطبق عليه الحالة الخاصة ( 3 ) وبذلك يكون الحل حسب 
العلاقة )5-13 ( وكما بني : = 


5 le, و لا عق‎ 
الخامس‎ if m (—Y I, +—[(—-) - |] 
l-a@ a l-g 


aw lp Lig 

He =(4) ty رب )رح‎ = I] 
ا‎ 

4 4 


3 4 
- (4, + 2(4) -- 


4 4 
- (4+) 


na 4 4 
Y =(4)'3+-)-- 
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| 
a Y |‏ 
| )34 = 
| وللتحفق من صحة الحل باستخدام طريقة أخرى بعد إعادة صباغة المعادلة JS‏ 
ee +] E‏ 
Fin yo l‏ 
| 
Ym =4y, +4 l‏ 
| ويمكن تطبيق طريقة الحل المبينة في ( 59 ) انتج : 
| - 
j + —‏ = 1 
rı Yo TEFL | |‏ 
| 
"1+4 
أل )4+ ,"4= 

y,=(4) ASET, | 
= (4) =+) 

Jo 3 3° 

o 4 4 

= (4)'(y,+-)-- 

(H 1 1‏ 
F‏ وهو نفس الحل العام el‏ 
| 
| سلوك تتابعية حل معادلة الفروق gl)‏ امسار الزمني لمعادلة الفروق) 0 Behavior‏ 
The Solution Sequence |‏ 
| 
i‏ ويقصد بالتتابعية أو التواتر كما تسمى في بعض الأحيان بجملة الكميات المرثبة 
| تبعا لقانون ol‏ فإذا ele‏ قانون تكوين التتابعية أمكن معرفة أي واحد من هذة 
| | الكميات. والتتابعية هي ذالة لقيم صحيحة موجبة تعطى للمتغير المستقبل» ومن هذا 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





——_— ë = ë 





معادلات الفروق 


نستنتج بان حل معدلة الفروق هو تتابعي . وعندما يكون الزمن هو المتغير المستقل فإن التنابعية تدعى 
أحيانا بالمسار الزمني للمتغير المعتمد . 
وفي معادلة الفروق الخطية من المرتبة الأولى يوفر تحديد Vy‏ تتابعية الحل D‏ : 
ل( .لول( وكل حد من هذه الحدود يستخرج lb‏ لمعادلة الفروق: 
Yen = AV, +8 x= 0,23...‏ 
أو lids‏ لحل المعادلة : 


]- 4° 
y= A y+ بلغ‎ 
ا“ ب‎ l-4 


إذا كانت 

....0123=¥ , اع4 

y, = Ay, + BY 
إذا كانت الفصل‎ 
الخامس‎ A=] , 1-0123... 
تتابعية الحل للأعداد الحقبقية . أن المسار‎ sary Vy معطاة لهذه فإن تعبين‎ A, 8 وحيث أن‎ 
الزمني لحل معادلة الفروق يحتل مساحة في الكثير من التطبيقات العملبة وان هذا السلوك يعتمد على‎ 
حيث تتوضح الرسوم‎ lad )51 ( قيم كل من ( 8 ,4 ,و( ) كما بظير في الجدول رقم (51 ) والشكل‎ 
إرحازها‎ Se | <1( البيانية لكل حالة سلوكيه في الحدول . ومن ملاحظة النتائج التي يحتويها الجدول‎ 


عن طريق المرهنة LM‏ 
شيرشنة : 


بكون بلعادلة الفروق من الدرجة الأولى الخطية الآثية : 


Von = AY, + B 
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حل هو : 
J, =A (y= ° (+‏ )54( 
إذا كانت 
....,0123= ل , Az]‏ 
+BY‏ زر = ال ...)5-15( 
إذا كانت 
...23 - لم , A#l‏ 


حيث أل: 


y'=- 3 
l-A 


| 


(-l< 4>1 ( كان‎ bly 


فإن: المسار الزمني للحل يقترب من "( وعدا ذلك فانه يفترق منه باستناء Vy = Vo‏ 





جدول رقم )5-1( 
المسار الزمني لحل معاداة الفروق 8 + Voor > AV,‏ 





معادلات الفروق 





أما الرسوم البيانية لمكونات الجدول ( 51) فتظهر كما GL‏ : 
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= SSE EE ao i : 
-P P 
e و‎ 


ولتوضيح ذالك نأخذ بعض الأمثلة : 


شكل رقم (10-1) 





معادلات الفروق 


مثال ( 1) ' 


حل معادلة الفروق الآتبة وحدد المسار الزمنى od!‏ واحسب بعض من القيم الأولى من التتابعية 


الخامس 
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0= 4- 2+ ل 


۲ =0 
à 


: جات‎ a J 
: بالقسمة على )8( وإعادة الصياغة ينتج‎ 


وبلاحظ أن | 





وهو الحل الخاص 


B= 4= : أن‎ dary 
1 
3 
I-A 1h 5 
4 


إذن الحالة التي تسلكها تتابعية الحل هي الحالة ( 3 ) لأن ADL‏ و وتشير الحالة (3) إلى تقارب 
4 بتذبذب متضائل . كما يظهر في الشكل رقم ( 5-2( الأني وكما تشير القيم الأولى من الحل وهي ؛ 


=2, ¥,=0, f= 


£ 
7 





شكل رقم )10-2( 


12 





حل معادلة الفروق الآتية وحدد المسار الزمني للحل واحسب القيم الأولى من الحل : 
J, =]‏ 21 
l =4 À |‏ 








a 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 


معادلات الفروق 


الجواب : 
بالقسمة على )2( وإعادة الترئيب ينتج : 
Yr +l‏ = لعو 
2 
ويظهر من ذلك أن : 
ae!‏ دم 
2 
Xx‏ | 
UG‏ ,1 
F: = 2 Vat |]‏ 
l-(7)‏ 
| 
=(-)*y, +J- G ']‏ 
5 
| 
(ya72)+2‏ ا الفصل 
وشو الحل العام الخامس 
وعندما 4 = وآ فإن : 
at‏ 
2+‘ )-(2= ۷ 
ر 7 
وهو الحل الخاص 
وحيث أن : 
و ل تدم 
l-4 l‏ 
? 
jes B =|‏ 
i 2 = 5‏ 


أي أن 4<1 وان Prapor‏ 
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إذا الحالة السلوكبة هي الحالة )4( التي تشير إلى تقارب نحو "ر وبتناقص مضطرد ويتبين هذا 


o « a ew Ff. 9. | 
وهكذا‎ 1! = 3, car دك‎ ۴ “Tp 


كما يظهر في الشكل رقم )5-3( 











شكل رقم ) 5-3( 
| 57 النوازن والاسترار Equilibrium And Stability‏ 





إذا كان معادلة الفروق حل يأخذ شكل دالة ثابتة مثل ١, = ١"‏ فإن y” dad‏ بالنسبة لهذه 
الدالة تدعى بقيمة التوازن أو الاستقرار للمتغير ,ل . 

2 وتكون قيمة التوازن ر مستقر إذا كان أي حل لمعادلة الفروق يقترب من V”‏ وبصورة مستفلة 
عن الشروط الأولية , 

| إن هذا النوع من الاستقرار بشار إليه t‏ الأدب الاقتصادي بالاستقرار التام شن 
ظ النوع الأول ( Perfect Stability Of The First Kind‏ ) أن الابتعاد عن قيمة التوازن يعني 
| حالا جديدا بشروط أولية مختلفة ولهذا فالتوازن المستقر يمكن أن يعرف بأنه الحالة 





, Í اتكككم | © سد‎ — =a — =z كمه کک‎ Í a = = — کک‎ =z —z =z, =. —_, — = 





معادلات الفروق 


التي إذا انحرفت عن التوازن ستعقبها سلسلة من القيم للمتغير(م ) التي تعود بها مرة ثائبة للاقتإب من 
التوازن . 
يكون dale‏ الفروق التالية : 
Vou = Ay, +B‏ 


قيمة التوازن ل y‏ تصاغ GUS‏ : 


(516) ... كه‎ * | ob y= — 


وتكون ١”‏ مستقرة إذا Bly‏ فقط )1 > 4 > 1 - ( باستثناء إذا كانت y,‏ ثابت . وبلاحظ أن 
هذه المبرهنة تستند على المبرهنة السابقة ولهذا فإن التوازن يظهر فقط فى الحالات (,1,2,3,4,5) 
من الدول رقم ( 51 ١‏ . 

ولتوضيح ذلك : نقول إن أي مقدار Cob‏ مثل dad‏ ( |> ) >0 ) ومرفوعة إلى قوة T)‏ ) 
بصغر هذا المقدار كلما ازدادت قيمة T (١‏ ) وشترب من الصفر إا Jail‏ 
( + 7 ) كذلك فا ن أي مقدار ثابت فبمته (1>)>0- ) ومرفيعة لفوة py SAB (TD‏ 
تصغر بتذبذب كلما ازدادث (T) dad‏ ويقترب من الصفر إذا ( 0 ه T‏ ) ومن ملاحظة الصيغة ( 5-14 
) وهي ( y= Any‏ ) وعندما بنظر إلى المسالة على X=], A=C og‏ 
بتبين أن المقدار الثابت © المذكور Mel‏ هو GA‏ الصيغة أعلاه ولهذا عندما يكون : 

|>4 >1-. 2ه A‏ .0ج A‏ وتبعا لذلك فإن قيمة () ج ("[ - ,4)1 وبذلك 
فإن ١, + ١‏ لتبلغ حالة الاستقرار . وكلما كانت قبمة A‏ صغيرة كلما كان بلوغ حالة الاستقرار أسرع , 


إن مراجعة الجدول رقم ( 5-1 ) تعطينا فكرة عن الحالات الأخرى لعلاقة '( بحالة التوازن ١‏ : 
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فالحالة الانفجارية تحدث عندما | < 4 وهي الحالة رقم ( 6 ) أو التي يكون فيها مآل Yy‏ 


الافتراق عن De‏ التوازن "ر وبتزايد مضطرد باتجاة 00+ وكلما ازدادت قبمة A‏ كان الانفجار أسرع . 





كما يحدث الانفجار عندما | < 4 ولكن الافتراق عن حالة التوازن "ر يتجه نحو 50- وهي الحالة 
رقم (9) في الجدول . 








Ll‏ حالة الانفجار المتذيذب Sand‏ عندما 1- > 4 حيث يفترق Jy‏ من y’‏ بتذيذب متزايد 
كما في الحالة رقم )8( من الجدول. 
ولدينا أيضا حالة الافتإق المضطرد عندما | = 4 حيث لا هكن في هذه الحالة استخراج dad‏ 
B a]‏ 

Ty 8 والتي تسا‎ y 


وعندها ننقل إلى الصبغة الثانية من الحل وهي ( 515( في حساب 8 + و( = Vy‏ » وهنا 








تتحدد dad‏ ,ا( بالمقارنة مع Jy‏ بقيمة 8 فإذا كانت 8<0 تكون F, < Vy‏ وهذا يؤدي إلى افتاق 


F > نحو 0+ وبتزايد مضطرد كما في الحالة )10( من الجدول . أما إذا كانت 0 > 8 فتكون و[‎ E 
B وهذا يؤدي إلى افتراق نحو 0 - وبتناقص مضطرد كما مبين في الحالة رقم ( 11 ) من الجدول . وعندما‎ f 


= فان و[ = F‏ وهي حالة الاستقرار الثابت والتي تحمل رقم )2( في الجدول . 


وأخيرا لدينا الحالة رقم ( 7) من الجدول وهي الحالة التي يكون فيها 1- =4 وعندها يكون 


,ا مفترقا ولكن بتذبذب محدد. 







معادلات الفروق الخطية من امرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتة Linear‏ 
Second -Order Difference Equations With Constant‏ 
Coefficients‏ 


تكتب معاذلة الفروق الخطية من للرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتة بالصيغة الآنة: 














معادلات الفروق 


Ag + AF, > 2%)‏ + يبرل ... )5-17( 
Lolly‏ الخالة الخاصة التي هي : 
00ج 
Ft AF, +47, =9‏ )518( 
ومعادلة الفروق التي قيمة معاملها الثابت g(x)‏ يساوي صفرا تدعى bei‏ بالمعادلة المتجانسة 
ولهدا فإن : 
Vart Aven + AJ, =O‏ 
هي معادلة فروق خطية متجانسة من المرتبة الثانية Ob‏ معاملات Gab‏ مع ملاحظة بأنه ينبغي 
التميز بين تعريف المعادلة المتجانسة وتعريف الدالة المتجانسة. فمن Jol‏ استخراج حل اللعاذلة : 
0= ليك + Yur + AN‏ 
نحتاج لتكوين المعادلة المساعدة والتي تشتق حسب الخطوات الأتية : 
ذكرنا في الفقرة ( 5-5 ) أن حل معادلة الفروق من الشكل : 
AY,‏ > يبل شو Ay‏ = ,نز الخامس 
وإذا عوضنا هذا الحل في المعادلة ( 5-18 ) مع الأخذ بعين الاعتبار الفترات التباطؤية نحصل على 
تسهيل عمليات الحل دعنا تعيد LLS‏ معادلة الحل بالصيغة الآنية : 


Jail 


VEM Jo 
: فنحصل على‎ 
لا‎ AIM y+ AM0 
وبالقسمة على ر" ا ينتح:‎ 


M+ A M+ A, =() 
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| 

| 

| 

| 
gf |‏ هذه المعادلة المساعدة هي معادلة من الدرجة الثانية ويمكن إيجاد حلها عن طريق التحليل 
| إلى العوامل إذا كانت قابلة للتحليل أو عن طريق ما يسمى بالدستور أو القانون الخاص بحل المعادلات 
| أمن هذا النوع وذلك لغرض استخراج dad‏ جذري المعادلة أي القبمتين اللتين تظهران نتيجة لحل المعادلة 
| | المساعدة بطريقة الاستور للمتغير M‏ وقد سميت هاتين القيمتين ب ( (M, M,‏ وكما موضح في أدناه : 

| لمعادلة المساعدة كما في الصبغة del‏ هى : 

, l l | 

M +AM + 12-0 | | 

١ |‏ «وعند حل هذه المعادلة بطريقة الدستور نحصل على : 

| 

| 

| 

! 

| 


y -AHAM y -AVAM 
0 7 0007 2 


ويمكن أن تكون قيمة هذين الجذرين ( (M, , M,‏ حقبقية وغير متساوية أو حقيفبة متساوية أو 
مركبة أي إنها نحتوي على جذر تربيعي لعدد سالب. ويعتمد حل المعادلة: 
Ay, + Ay, =0 5‏ + ر( على طبيعة الجذرين ( (M,, M,‏ كما مبين أدناه « مع الإشارة 
E‏ إل أن الحل العام للمعادلة يتضمن ثابتين عشوائين هما ( Cy‏ , ) ) ولهذا فإن الحل الخاص يوصف 
| بشرطين أوليين أي بقيمتين ل (/1) : 

الحالة الأولى : 







ظ إذا كانت (M,,M,) dad‏ حقيقية وغير متساوية M, M,‏ ويكون الحل: 
| 
CM +CM;‏ = ...)519( 


إذا كانت (M, M, ( dad‏ حقيقية ومتساوية My = My =M‏ ويكون الحل: 
J, = OM + OAM‏ )5-20( 


a 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





معادلات الفروق 
الحالة الثالثة : 
إذا كانت (M, M, ( dad‏ أي أن : 
M,=4+Bi. M,=4-Bi Wher i=v-1‏ 


i ويكون الحل‎ 
) 521( إ!...‎ =r {C cos AY+C, sin AY 





حيث أن 

أما 0 فهي زاوية فيها: 
tan 9-2‏ 
B‏ 

وكبديل لذلك فإن : 

sin g=4 
الفصل‎ R 
B 
| los == 
الخامس‎ 

ily 


راجع gali‏ هذا الفصل عن كيفية تمثيل الأعداد ASAI‏ 
وکن استبدال كل من 8 , 4 احدهما محل الآخر في التعاريف Mel‏ مادامت الدالة المثاثية 
دورية . ويكون من المناسب أن يكتب الحل عادة بالنسبة ل 0 في الريع الأول. 
ولتوضيح إجراءات الحل أعلاه تأخذ الأمثلة الآتية : 
جد الحل العام لمعادلة الفروق الآتية : 


FT Wea + 4y, =0 
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ص 
ail‏ 


نم جد الحل الخاص إذا كانت 
y,=0,y,=3‏ 
نشكل المعادلة المساعدة 
5m+4 -‏ “ار 


ومنها نستخرج قيمة كل من m,m,‏ كما بأني : 





` 5+25-6 5+3 
“2 2" 


| 
| 
| 


3-¥25-16 5-3 








E |‏ 
ويذلك يكون Jou!‏ العام كما في الحالة الأول لأن ر1١‏ < M,‏ وقيمة كل منها حقيقية: 
y, = c(4)" +o (l)‏ 
+c,‏ *(4)ن = 
وإذاكان 3 - ya‏ , 7= إل( OB‏ الحل الخاص يكون : 
1 6 +320 
| هنا 0= × 
T=¢,4' +c, |‏ 
| ب + رمك - 
| هنا |= ¥ 
وبحل المعادلتين “aT‏ 
0+6 32 


O ےھ د‎ | | 2 | 23 | 2 ë 26: ë 221 کے‎ ë E 5 53 كت‎ 





معادلات الفروق 


ب + نك( 


وبالتعويض بامعادلة الأنبة ينتج . 


T=|2-3¢ 
5 4 
=== = 
3 3 
: إذن الحل الخاص يكون‎ 
4 5 
57 > —(4 ره‎ 
7 1 | 2 
: الفروق الأتية‎ Jalal جد الحل العام‎ 
haill Fra t 21 t 7 =0 
ا الخامس‎ l 
نشكل امعادلة المساعدة وهي‎ 
mn +A +4, =0 
m +2m+1=0 
-2+ 2 -4{1) 
جع يي‎ 
-2- 47-41) 
mM, =——— E- 
١ ' 
: وبهذا بتضح بأن‎ 
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M = M = 9‏ 
إذن الحل العام يكون كما مبين في الحالة الثانية : 


y, = cy" +c, xm" 


| 
| 
1 
| 
| 
| 
| 


'(احاتن+ *(1-)ن - 

=) +e -l 

جد الحل العام لمعادلة الفروق الآنية : 

Ven +2), =0‏ 
نشكل المعادلة المساعدة : 
m, + Ant A,‏ 
فنحصل على : 

m` -(0)m+2=0 





nm +2=0 


ae ~(0)+ (07-42 -4(2) _ 4-8 
2 





u 
j 





معادلات الفروق 


: من النتائج نتن أن‎ 
m, =a+br=(0)- vbi,m, = abi =(0)+ yi 


وما أن النتائج تظهر بأن ,71,77 أعدادا مركبة إذن نطبق الحالة الثالثة للحل وهي: 





أو pas‏ لذلك : 


: ctf =-=— =| 
الفصل‎ 2 


ومن الجدول رقم (1-3) من الفصل الثالث يظهر بأن 0 -0 وهذا يؤدي إلى أن يكون الحل الخامس 
العام برمته صفراً وحيث يمكن إبدال ab‏ كل محل الأخر لان الدالة AAEM‏ دورية إذن تكون لدينا النتائج 


التالية : 
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ومن الجدول رقم )1-3( أعلاه يتبين =F‏ 0 وبذلك يكون الحل العام : 
c, sind)‏ +0 ذم0 y, =r (c‏ 


=(V2)"(¢ cs ares) 


| 
| 
1 
| 
| 
| 





جد الحل العام لمعادلة الفروق الآثية : 
=Û‏ ,)2 براك Ja‏ 
m + Am + A, =0‏ 
حيث أن : 
ظ (2- ,4 ,2- = (A‏ 
nm’ -2m+2 =0‏ 
DAND- 24A |‏ 
2 2 2 
تر بر كادي 
m, =1-(IW-1=1-i‏ 
ومن النتبجة أعلاه يظهر أن : 


m, = a+ bi =| +(lJi 1+1 
M =a-bi=1-(li-1-i J 





u 
j 





معادلات الفروق 


ونظير أن b=laz=l‏ وشكذا نستطبع استخراج JUS r‏ : 











A -A 
Ay (V2)"(c, cos ri + ©, Sin ra) 


السار الزمني لحل معادلة الفروق الخطية من المرتبة الثانية ذات المعاملات AH‏ 
Behavior of the solution sequence‏ 





يستند المسار الزمنى لحل معادلة الفروق الخطية من المرتية الثانية ذات المعاملات الثابتة ( أو 


الفصل 
كما سميناه سلوك تتابعبه الحل) على كل من المعادلة نفسها وعلى الشروط الأولية, وتؤشر جذور المعادلة 
المساعدة حدود المسار الزمني للحل كما مبين في أدناة: الخامس 
الحالة الأولى: 


إذا كانت بص ,ص جدور حقيقية poy‏ متساوية ) Coby ) 11, FM,‏ القيمة المطلقة للجدر m,‏ 
gal Im > im, |‏ تكون حدود امسار الزمني للحل هي ؛ 


(cm, +e m; |‏ هو نفسه CM,‏ بشرط j‏ #0 ,© وهذا يمكن إيضاحه عن طريق كتابة 


N 
(+ 0 +()- -1< > [ مادام‎ com! +e = m;[¢ + ارت‎ —)"] 
m, = 
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| إذامات6» جم 


C 9 C. C : 
x - = J -|æ r+ و‎ : Js 
Col, Cm, 1 








ولعت كيدان 
5-9 


ولهذا فان حدود مسار ( 1ر۲ + (Cpm;‏ هو نفسه حدود مسار cy‏ إذا Jom < my]‏ 
| إن حدود مسار 7 كان قد شرح تفضيلياً في الفقرة )5-6( جدول رقم 
)5-1( حيث تطرفنا فيها إلى المسار الزمني لحل معادلة فروق من المرتبة الأولى » مع ملاحظة إحلال m‏ بدلا 
من الموجودة في الجدول وكما بأني : 

| 

ظ إذا كانت ! > || فإن المسار يقترب. 

| 





إذاكانت < [m|‏ فإن المسار يفترق. الحالة )69( 


| 
| 
| 
| 
| 

1 

| 


إذا كانت 0> im,‏ >1 - فإن المسار يتذيذب بتضاؤل ... الحالة(3) 

Ld :‏ إذا كانت 1- > 77 فإن المسار يتذيذب بلا حدود ... الحالة )8( 

E‏ وإذاكانت 0+ فإن مسار الحل هو Cym;‏ كما أن نفس الاعتبارات صالحة gabal‏ على هذا 
| المسار وبلاحظ أيضاً : 





Ya > Cys Jy = CM, 0 إذاكانت‎ | 


إذا كانت m,m,‏ جذور Liis‏ متساوية أي أن س = mem‏ 


1 


ظ فإن الحل التتابعي أي shall‏ هو [C +e Am]‏ وهذا الحل يفترق إذا 1 < | fm‏ باستثناء 


c= c= 0‏ وكذلك يفترق إذا! -| Im‏ باستثناء 0 = c‏ 
1 
أما إذا 1>| [mm‏ فإن المسار “س × يقترب من الصفر [*2(9ي»+ [G‏ هو Lal‏ يفترب من 


P 


et! i: å ë ë ص‎ | ë ë ë È å ë ë ë كك‎ èë ë ë å ë ë E  — ا ھھھ ص ةق ق ق ص‎ 





معادلات الفروق 
الحالة الثالثة : 
cab‏ الجذور مركة أي أن : 
m = a+ bim, =a-bi‏ 
فإن السار obis‏ ويقترب من الصفر إذا |> + مأ >0 ويفترق إذا 
a +h <[‏ 
والحالات الثلاثة أعلاه تغطي الأصناف المختلفة لسار الحل لمعادلة الفروق الخطية المتجانسة من 
المرتية الثانية : 
Fin t A Fol t AY, z 0‏ 
ويكون الأمر WIS‏ حتى فى حالات التي تكون فها القيم كل c,‏ ابتدائية نادرة. أو إذا كانت قيم 
الاثنين bo‏ 
إلا al‏ هناك حالة واحدة شترب فيها مسار حل معادلة الفروق الخطية المتخانسة من Akl‏ 


الثانية من ball‏ إذا احتمل وجود أي زوج من القيم الابتدائية كما مين في اللمرهنة الآتية : الفصل 


شبرشنه : 
:ا كانت | Tem‏ ع د ا نه ف عد - الظفس 
إذا كانت | 010 A= max‏ حيث أن mm,‏ هما جذرا ا معادلة المساعدة Ualah‏ الفروق 





الخطة المتحانسة من LS AN‏ الثانة : 
0= ريك + ,”زرك + OB‏ : |> ۸ هو شرط ضروري وكاف لسلوك الحل Sty)‏ 
بقترب مع النهاية صفر لكل القيم الأولية ل (yyy)‏ ويشكل أكثر تلخيصاً فإن الحالات الثلاث تبين حدود 
A‏ 
الحالة الأول: 
mm,‏ قبم حقيقة وغير متساوية فإن i‏ 


wi 4) 


À max 





: سه فإن‎ m : و متساوية‎ diio يم‎ mm, 


ih 


الحالة الثالثة : 
برل قيم مركبة أي أن : 
m, = a+ bi‏ 
m, =a-bi‏ 
فإن : 
+ =1 
لنأخذ المثال التوضيحي الأني : 


في المثال رقم (1) في الفقرة السابقة وهو : 


| 


Yaa ta + 4y, =0‏ 
وجد الحل العام لمعاذلة الفروق أعلاه كان بالصيغة الآنية : 





y, =¢,4 +e 
m >I : رس فهذا يعني أن 1< وكذلك يعني أن‎ = 4m, = 1 ومادام‎ 
ومن ذلك نستنتج بان مسار الحل يفترق كما بظهر من حساب بعض القيم الأولى من الحل‎ 


الخاص للمعاذلة وهي : 
خا : 
.5 4 
"2+ ")4 - 
J, 3 at)‏ 
ومن ذلك نستخرج ؛ 
4 
j, =-+-=3‏ 
3" 





ا 
j‏ 





معادلات الفروق 


4 5 
¥ =—(4)+(=\l)=7 
3 +K) 


4 + 5 . 
ع‎ -)4( + -3 
J 0 (ZKU) 


.3 4 
yı = (4) +E MI) =87‏ 
وهكذا.. 
وتظهر النتائج أن سلوك مسار الحل يفترق نحو 20 + كما في الحالة (6,9) من الجدول (5-1). 
وف JEM‏ السابق رقم )2( السابق : 
كان الحل العام هو : 
+e)"‏ ما تور 


i=|n\=1 فن‎ m=-lm,=-1 وكانت‎ 


ذفن ذلك نظير أن سلوك مسار الجل ترق لان !=| Im‏ كبا مؤثر في الحالة 2). ودعنا نجد ey)‏ 
الحل الخاص للمعادلة بهدف الوقوف على القيم الأولى للحل لنؤكد سلوكية الحل ولنفترض من Jol‏ أيجاد 
الحل الخاص أن : “a‏ 
0 > رنز, ف > ور 
فالحل الخاص ig‏ 
"(!-ازقات + ن )د زر 
2-0 
y,=(c,+ c(OM-I)‏ 
0= -=5. 


ġ=2 
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| ومن المعادلة أعلاه نعوض dad‏ 2 - 0 ينتج : 


= 2 + 3 
2-7 
والان لارى سلوك اليم الأولى من الحل الخاص للمعادلة : 
n = ]2-7)0(|]- 1(' =2‏ 
5= '(1-[()1 -2] درم 


12-= "(1-)[(2-7)2]- ور 
y= ]2- 7)3(]-1(' - 9‏ 
y,=[2-7(4)|-1)' - 6‏ 








MEET 
وكما تبين النتائج أن سلوك مسار الحل هو الافتاق والتذبذب بلا حدود لان («)سالبة كما مبين‎ | 
.)5-1( في الحالة )8( من الجدول‎ 


معادلات الفروق غير المتجانسة من المرتبة الثانية 
Nonhomogeneous Second - Order Difference Equations‏ 


i 
E 


كما مر بنا سلفاً تكتب معادلة الفروق الخطبة المتجانسة من المرتبة الثانية كالأني : 





ركان حلها هو أما معادلة الفروق غير المتجانسة من المرتبة الثانية GUS‏ : 


Yin +Ay,,, +A,y, =0 
Yoo + AY + ,زوك‎ =(8) 


وإن حلها العام يكون yt y‏ حبث أن gay‏ أي حل خاص للمعادلة غير المتجانسة وان صيغة f‏ 
تعتمد على صبغة اداي 

| 

| وهناك عدة طرق لاستخاج y dad‏ ومن ضمنها طريقة (عدم تحديد المعامالت) التي تتلخص في 
| أدناه : 


ا ھھھ ص ةق ق ق ص E‏ كك å ë ë‏ ق ڪڪ le‏ ڪڪ << كا lt ZZ: ë ë‏ 





معادلات الفروق 


طريقة عدم تحديد المعاملات 
نفترض أن Cab glx)‏ ولنرمز له بالحرف ع1 إذن : 
=k‏ ريك + Veo + Ay)‏ )3-22( 
ونفترض Lad‏ أن ١, = z,‏ هو الحل العام للمعادلة المتجانسة التالية : 
Year TAY a + ALY, >00‏ 
وبذلك نستطبع الومول إلى حل المعادلة غير المتجانسة حسب الصيغة : 
Y=Z +l‏ )5-23( 
حيث أن .1 هو Cub‏ وبهذا تصبح المعادلة )5-22( بالصيغة : 
K‏ = (ط+ AZ,‏ + (ا + a‏ #ارك +(نا+ (Zaa‏ 


Z تنا( بك + كه + 1+ شبك + ب فك + ب‎ K 


xl 


ولكن 


Za + Ad 


0= ر Ea‏ ا 


"lT 
: وذلك لان ,2 هو حل المعادلة المتحانسة وبهذا ينتج‎ 
اخس‎ (14.4, + Ay JL=K 
y 
[+ 4 + بك‎ 





6-24) «Ls 


ومن ذلك نستنتج بأن حل المعادلة غير المتجانسة يكون حسب الصبغة )5-23( بعد تعويض قيمة 
GUS 1‏ )24 أي أن : 


(5-25) ai sZ, 1 
+4, +A, 
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| 
| 
| 
| 
| ولإيضاح ذلك نتناول لمثال اني : 
|= 
| جد الحل العام لمعادلة الفروق الآتية : 
Ja SVa + 6, =2 |‏ 
| وجد الحل الخاص للمعادلة إذا كانت القيم الأولية 
y 242, y= 20 |‏ 
ا eet‏ 
| نشكل المعادلة المساعدة ‏ 
mè ~5m+6=0 l‏ 
| حيث أن 6= ,5,4-= A,‏ 
(m-3\m-2)=0 |‏ 
m=3 |‏ 
لو 2= m,‏ 
وبذلك يكون الحل العام للمعادلة المتجانسة : 
y, = Cm; +c m;‏ 
+c,(2)"‏ ')3(,¢= 
والحل العام للمعادلة غير ا متجائسة : 
J= fem; +e m, + :‏ 
,4+ بك + 1 
G3} +62) +‏ - 
5+6-] 


“y7, =3) +¢,(2); +6 





5 و 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





معادلات الفروق 
وما كان 
20= ل, 4ح زر 
فإن الحل الخاص يكون : 
6+"(2)ى + )= 
6+ ب + ,ع -20 
û tC, =4‏ 


1 =¢,(3) +c,(2) +6 


ومن المعاذلتين يتج : 


إذن الحل الخاص هو : | 
Y, = 83)" +62)" +6‏ = 
وباستخراج بعض القيم الأولى من الحل الخاص نستنتج بأن مسار الحل يفترق نحو —0 وكما 
بظير من القيم الانية : 
y = 20,y, = 42, y, = 102, y, = 270... bry‏ 
جد الحل العام لمعادلة الفروق الآتية : 
-9y - 4‏ 


ثم جد الحل الخاص إذا كانت 


Faty 


-r+ 


yJ =0, =2 
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3 اب‎ ١ aJl 
: إذن نشكل المعادلة اللساعدة وهي‎ A =-8,4, =- حيث أن‎ 
m -8m-9=0 


ومنها نستخرج : 


E‏ سس لك 


2 7 
8+/100 18 


إذن بذلك يكون الحل العام للمعادلة المتجانسة هو: 


| 


J, رالا ثح‎ + Cum, 











- '(9)ن‎ +¢,(-l)’ 
: الحل العام للمعادلة غير المتجانسة فهو‎ Lil 
y, = [eam + اديه‎ [+ 1 
=} 1+4, +4, 
| 24 
=c (9) +¢,(-l)' + ظ‎ 
0 +9 وبي‎ 


١ = Wini T. 
Ay, =O +e) : 


nato- 


=+ 
2 





u 
j 





معادلات الفروق 


=0) ai- J 


= ب- ,%= 
2 


de نحصل‎ 


إذن الحل الخاص هو : 


تمارين )10-1( 


AGW جد الخل العام لمعادلات الفروق‎ -l 


Fe -OV y TOY, =0 ( 
Fo T 3Y + 3 = 0 ب‎ 


Jaa tyra +020 ج)‎ 


2- جد الحل العام لمعادلات الفروق الآنبة ثم جد الحل الخاص استنااً إلى القيم الأولية المبينة 
إزاء كل منها : 


-8y a +127, -!8 س‎ (| 


<» +] 


Vy:‏ م 20 2,3 ول 
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ب) ٣ E‏ ل4 مل 23 رام 
n=l yta Fua Var t Oy, =4 (z‏ 
Wer -lOy,y +Oy, =15 (2‏ رد = ,3= ور 


ملحق الفصل الخامس 





الأعداد المركة 


5-1-1 العدد المركب 

| ذكرنا في الفصل الأول من الجزء الأول من الكتاب في الفقرة (1-1 Ci-‏ , أن الأعداد التي على صورة 
(asd)‏ حيث أن ab‏ أعدادا حقيفية لما 1-/: = هى أعداد مركبة Cam‏ يسمى (a)‏ بالجزء الحقيقى و 

۰ ۰ الجزء الخيالي. مثال ذلك عند حل المعادلة:‎ (bi), 





—_— x= = | 


x-2dx+10=0 
بموجب طريقة الدستور هو:‎ 
9 2+4- A110) 
2 
2 


2+,/)36()-1( 


2 
=|4+3V-1 


وشنا بظير أن صورة العدد المرئب a+bi=1+3y-1‏ ومنيا نستنتج أن 1 a=‏ وهو العدذ 








حفيقي bi=3v-I‏ وهو الجزء الخبالي وحيث أن is]‏ 





a 








معادلات الفروق 


5-1-2 بعض خصائص الأغداد المركية 


أ- جمع العددين المركين 
إذا کان 
di‏ + م 2 :1 ,زم + م د رن 
فان 
+bi)+(c + di)‏ م )- u+v‏ 
=a+bi+c+di‏ 
=at+c+(b+d)i‏ 
ب - شرب العددين المركبين 
إذا کان 
di‏ +م > 1 a+b‏ دن ا 
إن الخامس 
wv =(a+ bic +di)‏ 
“لج + ac + adi+ bei‏ = 
وحيث أن 
|-- احل|-ل = 
“uv = (ac - bd) + (ad + be)‏ =( 
ج- هرافق العدد SSAI‏ 


إذاكان a+ bi‏ عدداً فإن العدد المركب 0-87 بسمى مرافق للعدد المركب الأول ويكون : 


(5-27) (a+bia-bij=ab 
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| 
| د POY‏ العددين اللركبين 


من النتيجة التي حصلنا عليها في الفقرة (ب) والففرة (ج) أعلاه نستطيع أجراء عملية قسمة أي 
عددين مركبين ولنأخذ المثال الآ ! 
2-4 
Sti‏ 





بالضرب في مرافق المقام وهو (5-i)‏ نحصل على : 
(2-4i(5-i) _ )10-4(+)-2- 20(( _ 6-2‏ 2-4 
26 !+25 5-1( -5) !+5 
5-11-3 تمثيل الأعدلا المركية 


| 
بمكن تمثيل العدد المركب 81+ 0 عن طربق الزوج المرتب (ab)‏ في الإحداثيات المتعامدة على 





| شكل نقط وذلك باعتبار المحور Maw x-‏ للجزاء الخيالي من العدد. 
فالعدد المركب 57 +3 يشل بالنقطة g(3,5)‏ كما موضح في الشكل رقم )54( أدناه 








| 0 . 
| والآن إذا انتقلنا من تمثيل 0+1 عن طريق الإحدائي العمودي وبالنقطة gix y)‏ إلى 
| الإحداثيات القطبية وذلك باعتبار أن طول g=r‏ 


, Í اتكككم | © سد‎ — =a — | =z كمه کک‎ Í a = = — =z —z =z, =. —_, — = 





معادلات الفروق 


وإذا ما عدنا إلى Cao )57-3( Shall‏ نظام الإحداثيات القطبية نجد أن : 


o X 
cosh - ع‎ y x=rcosé 
r 


1 ¥ 
ناز" دم و snf==‏ 
F‏ 


وعلى هذا الأساس كتابة العدد المركب ؛ 
x+ye=rcosd+rsna‏ (5-28) 
=r(cos#+isin 0)‏ 

وتسمى r‏ مقياس العدد المركب و 6 بسعة yi‏ + أما 

فتسمى بالصيغة القطبية للعدد المركب أو الصبغة ALL‏ 


الخامس 


: بالصبغة القطبية‎ 4 + 3/ : GM ضع العدد المركب‎ 
r= (4/3) - 5 
onsale 
a 
sind =2=06 J 
j 


ومن الجداول نحصل على قيمة "36 = 0 تقرياً 


إذن العدد المركب ) 51136 + =(c0836°‏ 31 +4 
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ف | )2( : 
ضع العدد المركب +18iN30")‏ "6)00530 بموجب الصيغة a+bi‏ 
ljal F‏ 


من الجداول نجد أن : 


os = singo =! 
; 


5 


= 0s3 sisi }=4(2— +) 


5-11-4 جمع الأعداد المركبة بالصيغة القطبية 


13 كان 
(00ا15+ N, =a+bi=nr,(cosé,‏ 


N,=c+di=r(cosO,+isin@,) J» 





: فإن‎ 
(10-29) N, +N, =r (cos, +isin§,)+r,(cos@, +isind, ) 
فيرب الأعداد المركية بالصيغة القطبية‎ 5-11-5 
إذا كان‎ 
N, م-‎ + bi=r,(cosd, +ising) 
N,=c+di=r,(cosd,+isn@,) s 


فإن: 





N,N, =(a+ bic + di) 





a 





معادلات الفروق 


- ,)0050+ isin Û) (cos @, +isinê,) 4 
=rr,lcosf, cosh, + icosû sind, +1sin@, cosd, + i sınû sind, ) 
: وبإعادة الصياغة ينتج‎ P = -أ‎ 1١-1 =-1 : وحيث أن‎ 
NN, =rr,(cosd, cosd, - sind, sind.) +ilsing, 005, + sin Û cosd, ) 
(10-30) rr, =[(cos(, +0, isin, +8[[ 


وبلاحظ أن مقياس حاصل ضرب عددين مركبين يساوي ضرب مقيامي العددين (r)‏ وان سعة 


حاصل الضرب تساوي مجموع سعني العددين. 
وإذا كانت لديا : 
N, =r, (cosé, +iind, |‏ 
Ob‏ : 


NNN, = rryrlfo0s(8, +8, +03)]+ isin(@, +6, + 83)‏ الفصل 
وإذا استمرت عملبة الضرب حتى من الأعداد ASAI‏ يكون الناتج : الخا 
B -‏ اهس 
ee +0,+03+...0, l‏ 
) 


S iê +0, + 034.0.‏ يرن 
وبافتراض أن 
oe =‏ ددرتم 
وان 
,0=0,=0,=0,=....=0 
إن 


(10-31) =r" (cosnð +isinnd) [ricos + isin) 
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| 
| 
| 
` | 
= fl 4 | | 
7 Pal | 
cos—+isin— 
3 $ 3 3 
aa |] 
۰ | 
(cos Z + isin” “= مونو‎ 
8 8 | 
000 | 
= 16(cos +isin ) 
» 2 | | 
وبذلك فإن:‎ | | 
يساوي : 16= "م‎ SAN مقياس العدد‎ | 


وسعة العدد المركب بساوي: "90 = - 


5-11-6 أيجاد الجذور ASA‏ في معادلات الفروق 
بعد أن استعرضنا الأعداد المركبة وخصائصها الرئيسية نناقش بشكل مختصر الحل العام لمعادلة 











| الفروق إذا كان يحتوي على جدور مركبة ولنفترض بان لدينا المعادلة لآثية : 

(5-32) Vor tAV tA, =O 
a | 

=b J |‏ ,© 3 زر 

chy | |‏ الجذور mpm,‏ التي تفي بمتطلبات المعادلة المساعدة هي أعداد مركبة وبذلك نستطيع 
| | كتابة الحل العام للمعادلة كما يني : 

(5-33) y= gm, +Lm, l 

( (لغرض المتابعة انظر الففرة 5-8 الحالة الأولى‎ i 

| 

| 

| 

i 

| 

| 

| 

| 

| 





ia 


معادلات الفروق 


افترضنا دان 
m, = a+ bi,m, =a-bi‏ 
إذن : 
تون الصبغة القطببة المبينة في )5-28( كالاتي : 
isin O)‏ +#ذنن ار = a+ bi‏ 
يھ a-bi=ricosé-ising)‏ 
حيث أن : 
وتذكر مبرهنة دمواقر المذكورة في الصيغة (5-31) وهي : 
Ir(cos 0+ isindf =r"(cosné + isin nÛ)‏ 
إذن يمكن LS‏ الحل العام بالصيغة التالية بعد إحلال x‏ محل in‏ 
y= glr(cosd + sin 1 + Ir(cos0 =f sind]‏ 
gir'(cosx@+rsin 0 + Lr (cos xÛ - sin +0]‏ = | 
gr" cosx6+ gr isin xO + Lr’ cosxd- Lr'isinxd‏ = = 
G-H) yer lig =/)cosxé+i(g¢-L)sin 6]‏ 
والآن نحتاج لشرط مفاده أن QL)‏ هما زوجان مترافقان من الأعداد المركبة كي نؤكد بان y,‏ هو 
عدد حقيقي. وهذا الشرط يتوفر في ضوء الممرهنة AIN‏ 
disna‏ 


إذا كان mpm,‏ زوجان مترافقان من الأعداد المركبة في المعادلة Lind‏ + ع = y,‏ فإن : 
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y‏ تكون عدداً حقيقباً إذا كانت gL‏ ازواجاً متإفعة من الأعداد المركبة ويمكن مراجعة إثبات هذه 
المبرهنة عند الحاجة في كتاب اكولد بيرج - مدخل إلى معادلات الفروق صفحة )139( 
والآن لنعد إلى صبغة الحل العام كما في (5-34) ونفترض أن : 
6< أ+ع 
3 ن-(ا-ع)! 
وبذلك تصبح الصبغة (5-34) بالصورة A‏ 
cosh)‏ بع + y, = r (c cose‏ 
وهي كما في الصيغة المعطاة في )5-21( 





| لح‎ | a cja | 


ظ 
| 


| 
EEE e i e a EDE em e aS Saas: حك‎ e ابح‎ ee 








الفصل السادس 


معاالات الفروق 




















لماعم 





معاد oY‏ الفروق والنمادج الاقتصادية 


معادلات الفروق والنماذج الاقنصادية 


تستخدم معادلات الفروق في بناء النماذج الاقتصادية المتحركة أي التي تتغير بتغير الوقت أما 


النماذج التي تستبعد الزمن فهي نماذج ساكنة. ومن النماذج المتحركة ما هو بسبط ويحتوي على معادلات 
فروق من المرتبة الأولى حيث يظهر المتغر المعتمد كدالة للمتغير نفسه في فترة سابقة. وهناك نماذج 
تحتوي على معادلات فروق من المرتبة الثانبة أي أن المتغير المعتمد يكون دالة للمتغير نفسه خلال 
الفترتين السابقتين المتعاقبتين. كما ترز النماذج أشكلاً من العلاقات بين المتغيرات Joly‏ النموذج الواحد. 
وستناول بعض من النماذج المذكورة ونبدأ بالتي تحتوي على معادلات من ESM‏ الأوى ومن ثم نتقل إلى 
تلك التي تحتوي على معادلات من المرتبة الثانية. 


الفصل 
م المواضيع Bal‏ في دراسة العرض والطب هو كيفبةإجراء اتكييف بن الثين وقق esa‏ 


(6-1) Q=a+bP, العرض:‎ 
(6-2) P=c+d0, الطلب:‎ 


حيث أن: ر0) = Op‏ قيمة معروفة عندما (=O‏ 

وإن © EE‏ الكميات المعروضة والمطلوبة و ۴ لسعر ty‏ الزمن abad lal‏ فهي معام ثابتة. وان: 
û <0 ,5 < 0,6 > Û‏ 

أما 0 > 4 ( بسبب تناسب الطلب مع السعر باتجاه عكسي) 


Cobweb Model العنكبوت‎ e358 26 


“iu 


وبين النموذج أن كلا من QP‏ هما ذالتان للزمن W‏ وبدمج المعادلة الثانية بالأولى com‏ 
=a+b(c+d0,,)‏ 0 


) المعادلة الثانية بفترة تباطؤية واحدة‎ ( ۴, = ٨+ 49 أخذت:‎ Qe 


وبإعادة الترئيب: 
لالط be+‏ جه - ,0 
ولتسهيل حل النموذج Ley‏ أن 4 ب ab,‏ ثوابت نفرض أن؛ 
g =bd g, - 04+ ©‏ 


وبذلك تصبح المعادلة حسب الصبغة الأتية: 
)8+ 8,04 = ,0 
ار ;8+ ,2,0 = 0 
وإن حل المعادلة هذه يتم وفق الطريقة المذكورة في )5-9( وكما بأي: 
إذا كانت #1 اع فإن الحل العام يكون: 
l-g;‏ , 
)رع + g10,‏ = ,0 
l-g‏ 


1 
أما إذا كانت 1 g=‏ فإن الحل العام يكون حسب الصيغة )5-10( 


0, =0, + gı 
د بع‎ 0 .g,=athe ان‎ Say 





لذا يكون الحل العام للصبغة هو: 
ا E‏ + ,0= ,0 
أو be)t‏ +0)+,0- 0 














معاد OY‏ الفروق والنمادج الاقتصادية 


0< لطا ولهذا فإن سلوك مسار الحل هو Lel‏ متذبذب. والآن نذهب لتحديد نقطة التوازن (PF Q)‏ 
والصبغة 5-19( تعطبنا dad‏ التوازن: 


f: _ ن‎ + 


— —— "رع 


l-g, l-bd 
فتتطلب حل النموذج بتعويض المعادلة الأولى بالثانية لينتج:‎ P أما قبمة التوازن‎ 
Pa =c+ad + bdP 
ويكون الحل العام:‎ 
P= (bd) F, sera E, 
ومنه نحصل على:‎ 
,_ 8 arbe 
الفصل‎ l-g, l-bd 
و إن نقطة التوازن: السادس‎ 
| | c+ad a-be 
(63) (P* کے )ر‎ 


ومادامت 0 > bd‏ فإن السلوكيات EI‏ تظهر في المسار الزمني: 

إذا كانت 0< hd‏ >1- فإن المسار Oph P,O,‏ من نقطة التوازن بتذيذب متضائل أي 
الحالة )6( من الحدول )5-1( 

إذا كانت 1= 4ط فإن المسار يفترق بتذيذب محدود كما في الحالة (7) من الجدول. 

أما إذا كانت |- > bd‏ فإن المسار يفترق بتذيذب غير محدود كما تشر الحالة (8) من الحدول, 

ولهذا لا يكون هناك توازن مستقر إلا إذا كانت 0> bd‏ > 1 - 
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zis: =‏ هارود Harrod Model‏ 
يعتبر هذا النموذج من النماذج الاقتصادية الكلية التي تتحدث عن تحليلات الدخل الوطني 
والنمو الاقتصادي ونتكون معادلاته كما وصفها هارود” من الآي: 
0 > ,3 
ل[ PV,‏ حا 
ظ 521 
Yo =Yo‏ 


(t= 0) معرفة عند‎ dad 


حيث أن Jig s‏ الادخار وم تمثل الدخل و 1 الاستثمار وكل من هذه المتغيرات هو دالة للزمن t‏ 






E‏ وبدمج المعادلات SUL‏ ينتج: 
tm,‏ 


ay, = PY, Via) | = 
Je Jani وبإعادة الصباغة‎ 
By... = By, - ay, 
=y (p-a) 
“y (L 
aF و‎ 
ويكون الحل العام حسب الصيغة )5-9( وهي:‎ 
l- A 
= A*y, + لل‎ 
Y: Yo l-4 
حيث أن:‎ 


*) فاريد ey Flared)‏ ) اقتصادي انكليزي ولد عام )1900( من ابرز إتتاجه كانت عن الاقتصاد اللتحرك طلدورة التجارية وتفاعل لعجل 
وللضاعف ونعو سياسة افتصادية جديدة ومإضيع gyal‏ ومن pal‏ هذه CUD‏ هو pipi‏ مبسط paill‏ الاقتصادي الذي وضعة بمعزل 
غن دومار ولكن جاه النموذجان متشابهان ولهذا سعي باسمبهها. 





| 





a 1‏ ڪڪ س — 





—_—_— —_— = ë 





معاد OY‏ الفروق والنمادج الاقتصادية 


4 8-0 
p-a 


فبعد إحلال ! محل x‏ يكون الحل العام ANS‏ 








(yy, 
ل‎ - 0 
وما أن‎ 
=3 - 
1 =S,=a( / 5 
p-a 
يعتمد على الفصل‎ Jol! سلوك المسار الزمني‎ By, < 0 وها أن الدخل يفترض به أن يكون موجبا أي‎ 
غير سالب فإن: السادس‎ y إذا كان‎ Ud بك‎ Sant 
ل‎ -0 
sy a> 0,0 <0 سك وحيث بشقط المج أن‎ 0 
- 
aren ee ee a 
فان‎ al من العلاقة )1012( وكما ذكرنا‎ VF=—m وحيث أن‎ > | 
|-4 p-a 
piy d=- B=0 
p-a 
"= : =() 


Ss 


p-a 
يتزايد‎ (yt) ومن ملاحظة الجدول )5-1( والنتائج أعلاه يتبين المسار الزمني‎ 
باضطد ويفترق باتجاه :+ أي الحالة رقم )2( من الجدول (5-1) أعلاه. ومادامت‎ 
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a. 
لا فيم‎ ab يتزايدا باضطاد ويفئزقا نحو 00+ وبذلك ينضح‎ Lal هما‎ se والمسار‎ It ه. فإن المسار‎ < 0 | 


توازيه لأي متغبر في هذا النموذج. 


Consumption Model موذج الامتبلاك‎ 64 






بفترض هذا النموذج أن الدخل الوطني يتوزع بين الاستهلاك والادخار في اقتصاد مغلق لا توجد 
فيه تجارة خارجية كما يفترض النموذج أن الاستهلاك دالة الدخل وأن الدخل دالة للادخار. وحيث أن 
النموذج هو نموذج منحرك يعتمد على مسار الزمن فإن كل من الاستهلاك والادخار والدخل هي في النهاية 
دوال للزمن 0( ويبدو النموذج بشكله البسيط كلآقي: 
C+S=y (i)‏ 
y,=@,, (2)‏ 

C,= Py, (3) 

t=0 معروفة عندما‎ dad Vy = و‎ 


حيث أن B‏ هو الميل الحدي للاستهلاك و © معلمة ثابتة. وعند تعويض المعادلة(2) والمعادلة 


= ,5 و ,0= ر( ينع 


پر = لد ۽ By,‏ 


وبإعادة الصباغة: 


Bary, Via = ay, 
Vag = ay, - Bay, 
Jia = a(l- 0 


| 
5 





fO‏ )3( في المعادلة (1) بعد أعادة كتابة المعادلة الثانية كلآني: 


| 





| 








ia 


معادلات الفروق والنماذج الاقتصادية 


ويكون الحل العام حسب الصيغة )5-9( كالأق: 
y,=(a-ap)'y, (4)‏ 
وبتعويض ذلك في معادلة الاستهلاك )3( أعلاه نحصل على: 
C, = fla -ap ya C)‏ 
وحيث نستنتج من المعادلة )3( بأن: 
C,= Br, (6)‏ 
وبتعويض العلاقة )6( في ا معادلة )5( ينتح: 
C,=(a-aBy'C, (7)‏ 


أما الادخار )5 فيعالج SUS‏ 
من المعادلة )1( لدينا 


=, (8) 


وبتعويض المعادلتين (4) و(5) في المعادلة (8) ينتج 


الفصل 
S, =la -ap y,- Pla- af) ¥‏ 
وبإعادة الصباغة نحصل على: 
S  )- p\a-aB)'y, (9)‏ 
ومن المعادلة )1( لدينا: 


و - وال = Sa‏ 


وبتعويض المعادلة (6) في المعادلة أعلاة ينتج: 
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| وبتعويض ذلك في المعادلة )9( ينتج: 
ss‏ 00 
=(I- Ba -ap) 0-7 (10)‏ ,5 

5, =(@- ap) So 

وبذلك يكون حل النموذج برمته مكون من المعادلات )4( و )7( و )10( وكما ah‏ 

y, = (a -af) ¥ 

c,=(a-afyC, 
5 =(a-aB)'S, 
(Bel) أماالمسار الزمني فبأخذ الحالات التالية كما مؤشر في الجدول‎ | 

إذا كانت 1 < 2/7 - © تزايد باضطراد وافتاق نحو 00+ الحالة (2) من الجدول. 

إذا كانت 1< 2/7 - © >0 تناقص باضطراد وتقارب نحو *م الحالة (4) من الجدول. 
إذاكانت | = Cob a= af‏ كما في الحالة (9) من الجدوله 


موذج الدخل - الاستهلاك - الاستثمار 
Income - Consumption - Investment Model‏ 





ظ تناولنا في الفصل الرابع الفقرة )4-6( نموذج الدخل - الاستهلاك - الاستثمار وكانت الزمن W‏ 
| مستمرا" في النموذج ولكن عندما يصبح الزمن متقطع يتحول النموذج إلى معادلات فروق بعد أن كان 


معادلات تفاضلية وذلك كما مين أدناه: 
| 


C =a, +p (i) | 


l=ey,+d_ (2) 





| 
| = 1 
= 
1 
0 
a4 
| - 
é 
| 
| 





| 
| 
| 
p 
| 
| 








ia 


معادلات الفروق والنماذج الاقتصادية 


Ava =+ 6)‏ 
diad‏ معلومة في بداية ll‏ عندما Vy = Yy t=O‏ 
0> 0,4 < 0.2 > © وقبل حل هذا النموذج نعيد صباغته كما مين أدناة: 
بلا - = رارك 
وبالتعويض ذلك في المعادلة )3( cca‏ 
al‏ ماخ FAC‏ بل > زر 
WAAC thal Ma tie‏ 
VEA Cat halt- Aya (4)‏ 


وبتعويض المعادلتين )1( )2( في المعادلة )4( بعد وضعها بصبغة تباطؤية واحدة أي: 


Ca - al, +B 

la =e] +d 
00 على:‎ Jani 
السادس‎ F = Aa, + B+eF,, +d ]+(l= AF 

= Afata tel, J+ (l-A)h + (B+ A) 


= Aate)l,_, +)]- (1 a +AB+d) 
=[Ala+e)+(1-A)]F, + (8+24)م‎ (5) 
العام نتذكر الصبغة ( 59 ) لحل معادلة الفروق الخطية من المرتبة الأولى‎ Jall ولغرض استخراج‎ 
ذات المعاملات الثائتة حيث تشم الصبغة )5-9( إلى أن الحل هو:‎ 


|- A" 
¥ = £Y +B(——}) 
N 0 |- A 


237 


ونحصل على الحل العام للمعادلة )5( كما ياي: 


ظ 
| 
ظ | vad‏ 
الى الفلا جلف rely gg‏ 
KMar- KAA ay (6)‏ 


وهنا النموذج يكون مستقراً إذا توفرت الشروط الآنبة: 
| >( -1)+ (1 + )م > ١‏ - الحالة )6,5( في الجدول )5-1( 


به بچ 

j 4 A 

EAP | 
1 


| ولكن ما دامت 0> 0+ © من تعرف النموذج» ومن نتائج التطبيق يتضح أن A<2‏ وذلك 
لان الاستجابة لحالة عدم توازن العرض والطلب لا يحتمل أن ينتج عنها تغياً في العرض مساويا مرتين 


حجم التناقص الموجود. 


ولهذا فإن حالة الاستقرار تحصل عندما | > 4+ 6 كما لاحظنا ذاك في النموذج عندما كان 


fE‏ بصيغة المعادلة التفاضلية. 


: | 66 موذج متزار في المخزون Metzler Inventory Model‏ 


بتعرض هذا النموذج الذي وضعة ) متزلر ) لدورة الخزين ويتكون من معادلات الفروق ASV‏ 
=U, +S, (i) |‏ 
py, (2)‏ - ,لا 
=A) 6(‏ 
| >7 >0 
حيث أن Fo‏ هو الدخل المنتج في الفترة 4 , ,لا هو سلع الاستهلاك المنتجة 








E 


هع 322 ١‏ م ١‏ قف امه | ia‏ | 2ه O‏ 











معادلات الفروق والنماذج الاقتصادية 


لأغراض البيع في الفترة 1 , ,5 هو سلع الاستهلاك المنتجة لأغراض الخزن في الفترة 4 , رأ فهو 
Glo‏ الاستثمار المستقل الثابت في كل فترة. 
ويظهر من النموذج أن مجموع الدخل المنتح خلال أبة فترة هو مجموع سلع الاستهلاك Blas‏ 
a]‏ صافي الاستثمار. كما يشير النموذج إلى أن السلع المنتجة خلال أية فترة هي نسبة هن الدخل المتتج في 
الفترة السابقة. أما الإنتاج المعد للخزن فيساوي الفرق بين السلع المعدة للبيع فعلا وتلك المتوقعة في الفترة 
السابقة وهذا يعني أن النموذج يحاول أن dv‏ المخزون في مستوى ثابت. ويفترض أيضاأن المخزون كاف 
مواجهة الفروقات بن الإنتاج والطلب الاستيلاي. 
والآن وقبل حل النموذج نقوم بإعادة ترتيب المعادلات وكما يأق: 
نعوض اللمعادلتين (2 ) و( 3) فى المعادلة ( 1 ) فنحصل على: 
T) (4)‏ ,لام + بال = 1 
F, -2a + Pa =F, (5)‏ 


ودون المساس بهيكل المعادلة الأخرة بمكن تغير بداية الفترة / لتبدأً من 0 -/ sind‏ الح 
2A, tAE =V 6)‏ ,1 السادس 
والمعادلة )6( هي معادلة قروق خطية غير متجانسة ولحلها نتبع الخطوات المذكورة في الفترة | 
5-10( في الفصل العاشر وكما dh‏ 


نفترض أن المعادلة أعلاه متجانسة كمرحلة أولى وذلك بافتاض أن: 
=C‏ ,۲ (أي (cab‏ 
فنكون المعادلة المساعدة DVS‏ 
MP -2/M +72 0‏ 


yp ace tw +47 E ae TEY 
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M,=B- yp +8‏ 
وحيث أن النموذج يشترط أن | > 8 > 0 مما يقتض: 


8<0- 8 
وبذلك بتضح أن الجدور هي إعداد مركبة كما مبين أدناه: 


M, = B+ AENA- B°) = 8+ B(I- B) 
7 M, = + (A-8) 
M, = B-i /7)1-( 
b=,/B(I-f) بلاحط أن =۵ و‎ rel pial ولغرض‎ 
”هأ = م الواردة في المعادلة )$21( تي نحصل على:‎ +B? والآن نستطيع استخراج:‎ 


r = +b ما‎ + pil- p) 








وبهذا يكون حل معادلة الفروق المتجانسة: 
Faa 72 Bla +A =F‏ 





هو حسب الصيغة ( 5-21 ) الآتية: 


YF =r"(C, cosx+C, sin x) 


"'' imi i E ë E ë rr i= |: || i i ë tt a چ‎ 








معاد OY‏ الفروق والنمادج الاقتصادية 


وبعد إحلال / محل x‏ وكالاني: 
Y - JBIC, cos X+C, sin X) (8)‏ 
والآن ننتقل إلى الحل العام لمعادلة الفروق غير المتجانسة ونتذكر الصبغة )5-22( التي تقول أن 
الحل العام يتكون من الحل العام للمعادلة المتجانسة مضافا إليه ثابت معين كما مبين أدناه: 
Y =Z +L‏ 
حيث أن Z,‏ هو الحل العام للمعادلة المتجانسة كما هو في )8( La‏ كما ورد في الصبغة ( 5-24 
alw |‏ 


[= : 
| + 4 +A 





وحيث أن K‏ هنا تساوي رأ وقيمة Ay‏ , إ4 تؤخذ من المعادلة (6) أي أن: 


A=-28 . Af 


ومن ذلك Jass‏ على قيمة L‏ لتساوي؛ 
Jail |‏ 
_h es‏ 
1-7 2+7-] السادس 


dug‏ دكون الحل العام للمعادلة غير المتحانسة هو: 
y‏ 
F = (JAC, cos x+C, sin ur‏ )64( 


ويؤدي الحدان اللذان يحتويان على الجيب (cos) alë‏ والجيب ( sin‏ إلى CLUS‏ دورية يسبب 

تذبذب هذين الحدين بين القيمة الموجبة والقيمة السالبة إلا أن هذه التقلبات يتم إخمادها ( أي إنها 
تتضاءل ) عن طريق العاهل ( 5 ) ما دام B<1)‏ > 0 ) ولهذا فإن: 
(ONC cos ++), sin xX) +0‏ 
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عندما 2ج ] لإن >Ü‏ )8( للأساب أعلاه: 
وكذلك: 


POOL ye 
1-۶ 
وهي القبمة التي تؤدي إلى التوازن.‎ 


| موذج ساملسن في تفاعل المضاعف والمعجل 
Samuelson’s Multiplier Accelerator Interaction Model‏ 
| 


0 يعرف هذا النموذج بنموذج التفاعل والذي يوضح عملية تعديد الدخل الوطني عندما يتفاعل 

| مبدأ المعجل مع المضاعف. ويشير النموذج إلى فرضيات عدة هي: 

أن الدخل الوطني (Y)‏ ينكون من ثلاثة مفردات أساسية هي الإنفاق النفقات الاستهلاي C,‏ 

والإنقاق الاستثماري ,!»والأنفاق الحكومي G,‏ 

£ كما يفترض النموذج كون الاستهلاك دالة للدخل في الفترة السابقة أي أن C,‏ هو نسبة من Fa‏ 

| أما بالنسبة للاستثبار 1 فهو الاستثمار ( غير GEEN‏ ) والناجم عن كونه دال للنزعة السائدة للإنفاق 
الاستهلاي والني يتضمنها مبدأ المعجل وتدخل في النموذج. وبعبارة أخرى يفترض النموذج أن الاستثمار 
| هو نسبة ثابتة من الزيادة في الاستهلاك بين ERAN‏ الحالية والفترة السابقة. أما المفردة الثالثة فهي الإنفاق 







الحكومي G,)‏ ( والذي يؤخذ على أساس كونه متغير خارجي أي انه Cab‏ من فترة لأخرى ويرمز له 
بالرمز (Gy)‏ ونقدر قيمت: |= Gy‏ 
إن الافتراضات أعلاه يمكن وضعها في صبغة المعادلات ASW‏ 


I =C, +1, +G, (1) 


C, = al (2) 
1, = PC, =) (3) 


Ih = 





Galea‏ الفروق والنماذج الاقتصاذية 


«>, p> 


والآن دعنا نستخرج الحل العام للنموذج: 
نعوض المعادلتين الثانية ( 2 ) والثالثة (3 ) في المعادلة الأولى ( 1 ) لنحصل على معادلة متجانسة 


EN 
F =a)_,+ لله - و :همان‎ + 0, 
F -af -apf +afv_, -G, =0 
~y -ail Ply, +apy_,-G,=0 (4) 
ويعتمد الحل العام لمعادلة الفروق المتجانسة )4( على طبيعة جذور المعادلة المساعدة ودعنا‎ 
المدكورة:‎ GN نتذكر الفقرة )5-8( من الفصل العاشر التي تبين الحالات‎ 
‘gh 
يكون حل المعادلة كما( 5 الفصل‎ Mp eM, حقبقية وغير متساوية أي‎ ۸1 , M, إذا كانت‎ 
هو:‎ ) 9 
y=CM/+CM,' (5) 


السادس 


del هنا ثوابت المعلالة المساعدة وليس الاستهلاك وفي الحالة الأولى‎ ) , C, أن‎ bey 
14 كما يلي (انظر المعادلة‎ My, My نكون كل من‎ 





N _al+B)~y a (1+) -4af 
2 


Lib 
دكون الحل:‎ M, =M, =M dsgluceg حقيقية‎ M, : M, إذا كانت‎ 













Y, =CM'+CyuM' (6)‏ 
حيث أن قيمة M‏ هنا تساوي: 
yet)‏ 
1 
وهذا لا يتحقق إلا عندما يكون: 
2 
ؤ في كل من المعادلتين M, , My‏ أعلاه انظر المثال )2( الوارد في الفقرة )58( لمزيد من 
w f‏ 


إذا كانت كل من M,‏ , ,11 مركبة فيكون الحل: 
Y =r'(C, cos &+C, sin Ot)‏ 


عيث أن 





a=a(l+ p) s b= a" (1+ pY - 0 
فهي:‎ sin 0 , cos 2 أما قيمة‎ 





معادلات الفروق والنماذج الاقتصادية 





2 
تح 
1 
= | = 
1 


1-222- 
4p‏ 
والآن ننتقل إلى حل المعادلة غير المتجانسة ( 4( وكما مبين: 
حيث أن: 
K‏ 
+A +A,‏ 





)5-24 ( راجع الصيغة‎ L= 


A = «(| — f) 3 A, = ap 3 K=G, 


سر 
af‏ +(م |-a(l-‏ 
__ 
l-a‏ الفصل 
وبذلك يكون حل المعاذلة غير المتحانسة بالصبغ الثلات المذكورة أعلاة هو: 
om E È‏ 
Yal‏ 
E =e‏ 
l l-a‏ 
‘Lab‏ 
Y =C,M/+CuM; oo‏ 
l-g‏ `° `° | 
نالتا 


Y =r (C, cos 8 +), sin diram 
-4 


ونشير إلى أن قيم كل من: My , ٣‏ , ,11 قد مر استخراجها فى أعلاه أما الثوابت فيمكن 
تحديدها عن طريق الشروط الأولية Faa E‏ 
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| والآن أين الحل الذي يحقق التوازن: 
| إن حل التوازن هون 
| دم 
l-a |‏ 
| وعند ملاحظة الحلول أعلاه نجد أن هذا الحل لا يحصل إلا عندما تنجه قيمة الحدين الأولين في 
G, | |‏ 
| الحلول Sl DEN‏ إلى المغر. كما تجدر الإشارة إلى أنه يمكن الامتعافة د( = سم ) في 
| ظ الحلول أعلاة لأننا افترضنا منذ البداية أن 1 - Gy‏ 
| , ظ 
joj |‏ )6-1( 
l !‏ 
| 1 - النموذج الآني يتعلق بنمو الدخل الوطني. جد الحل العام له: 
=G, |‏ 
C, =a+ py,‏ 
Va “I, = yal,‏ 











C=C , hah "‏ , = 
ظ a20 ,0<B<l, y>0‏ 
| حيث أن لا بمثل الدخل الوطني و6 الاستهلاك و1 الاستثمار. 

| 

| 2- النموذج التالي لهارود في الدخل الوطني حل النموذج وبين المسار الزمني له. 

S = ay, +B | 
| 

1, =e(y,-J,1) | 
S=ml, | 
| 

| 

| 

| 

| 

| 





' كك‎ l ‘l <a 





السادس 


معادلات الفروق والنماذج الاقتصادية 


mod‏ , 0<م ,0> . لادعم 
حيث أن 5 يشل الأدخار ولا الدخل الوطني و1 الاستثمار, 


3- حل النموذج الآني وبين سلوكية الحل: 


<a<l , 0> نر‎ >1 . Pro 
الاستهلاك و ل الخل الوطني و[ تمثل الاستثمار,‎ oe © وان‎ 


4- خد نموذج ساملسن: 


Y=C+1+G, 
C, = Bt. 
I =aiC, -C,,) 
= } =}, 
b> a>) 
حل النموذج أعلاه إذا كانت:‎ 

= 09 
0-4 

ثم بين سلوكية المسار الزمني للحل. 


W7 











الفصل السابع 


لبرمجة غير الخطية 


Nonlinear Programming 




















لماعم 





الرمجة غر الخطة 


deal‏ غير الخطية 


Nonlinear Programming 


“= 


6,55 في الفصل الأول من الجزء الأول من الكتاب أن كثير من العلاقات الإقتصادية تأخذ صبغة 
خطية مثل و80-2 = 4 والتي تشير إلى أن الكميات المطلوبة هي دالة عكسية خطية للسعر. ولكن هناك 
علاقات تأخذ صيغة غير خطي مثل "5-23 = 4. وقد أوضحنا بأن دولا من هذا النوع قد تكون 
خطية حرة لا قبود عليها كقيود الميزائبة والدخل lagia‏ أو قد تكون مقيدة بشروط معبنة وتسمى 
بالدوال غير الخطية أو البرامج الغر خطبة ( (Non linear Programming‏ وتسمى اختصاراً (NLP)‏ قد 
شرحنا بعضا منها في Jail‏ الخامس من هذا الجزء و التي كانت من النوع السبط غير المعقد وقد 
وضعت عدة طرق لحل هذه البرامج ومنها ما يستند على طرق حل البامج الخطية الذي سبق وأن شرحت 
مفصلاً في الجزء الأول. وسنتطرق بإيجاز إلى طرق حل gall‏ غير الخطية بالقدر الذي يسمح به مستوك Jail]‏ 
هذا الكتاب. 


The Kinds of NLP أنواع الرمجة غر الخطبة‎ 27 


plal 


تقسم البرامج غير الخطية إلى: 
أ البرامج غير امقيدة Unconstrained NLP‏ 
تشير gal ll‏ غير المقيدة إلى إنها البرامج التي تتدل فيها المتغيرات في دالة الهدف دون أي شروط 
أو محددات فالدالة: 
+x,+X;‏ 231 > 7 
هي برنامج فية دل هدف فقط: f(x)‏ = = دون أن تكون هناك أية محددات على للتغيران 


(xX, ti) 


Bl 





Constrained of NLP ب- البرامج للقيدة‎ 

ما الامج المقيدة فهي التي تتضمن محددان على التبدلات التي تحدث في المتغييات الواردة فيه 

كان نقول بالنسبة للدالة Sled‏ إنها برنامج تعظيم (r)‏ 

Z=2x +x, +x} 

وإن تعظيم )2 ( يصطدم بمحدذات الموارد مثلا فنقول أن: 

x +, 510 ظ‎ 

«< | 

بالإضافة إلى شروط عدم السلببة التي تفترضها التحليلات الاقتصادية حيث لا معنى لهذه القيم إذا 
كانت سالبة فتضاف المحددات الآثبة: 


| 
| 
| 
| 
| 
i 
i 
| 


| le Oe es 
Quadratic Programming ج- البرامج التربيعي‎ 
بمحددات متباينة خطية مثل:‎ itag وهي البرامج التي تكون فبها دالة الهدف من الدرجة الثانبة‎ 


2 r. 
z=% +2x, +; 





3 حل البرامج غير الخطية Solution of NLP‏ 


x, +3x, $8 


أو تقليل دالة الهدف وحيث أن البإمج غير الخطية على أنواع كما ذكرنا سلفا فقد تعددت طرق حل هذه 
galal‏ وسنحاول استعراض هذه الطرق باختصار وبالقدر الذي يسمح به مستوى الكتاب كما نوهنا ÜL‏ 








8 


O 2ه‎ | ia | امه‎ G ١ هع == م‎ 





الرمجة غير الخطبة 


24 حل البرامج غير الخطية غير المقبدة Solution of UNLP‏ 


يحل البرنامج غير الخطي gi‏ المقيد (UNLP)‏ بطرق عدة منها: 
7-4-1 حل البرامج غير المقيدة ذات المتغيرين 
Sey‏ أن نتناول من طرق حلها طريقتين هما: 
طريقة ji‏ رافسن ) Newton - (Raphson Method (NRM‏ 
تحتاج هذه الطريقة لاستخراج المشتقة الأولى والثائية للدالة f(x)‏ أي استخراج 
WSs. f(x), f(a)‏ قد تطرقنا إلى طرق استخراج النهابة الصغرى أو العظمى للدالة عن طريق 
استخراج هاتين المشتقتين (راجع الفقرة 5-4 من الكتاب ) ولكن Vay‏ من جعل 0= f(x)‏ حيث تكون 
كذلك عند نهاياتها المتطرفة ومن ثم الاستعانة ب Bah f'(x)‏ فيما إذا كانت نهاية عظمى أو صغرى 
فان طريقة (NRM)‏ تعتمد هنا الأملوب الرقمي وعلى المشتفتين لاستخراج هذه النهاية. وتلخص هذه 


الطريقة بالخطوات آلاتبة: الفصل 
-l‏ نبدأ الحل بتقدير حسن لقيمة و, ١‏ أي نحاول أن تقدر قيمة جيدة للمتغير» الذي oy‏ السايع 


الدالة في حالتها المثلى (أعظم أو اقل ) وهذه القيمة رمزنا لها ب ٠‏ ولكن سنبدأ بها الحل أي 
ننطلق منها باسم 3. وكلما كان تقديرنا جيدا سنبلغ الحل الأمثل بسرعة. 
2- تنيع القاعدة آلاتية في البحث عن N dnd‏ الحقيقية وليست المقدرة. 
i=012..‏ 1 4 
fix)‏ 
f(x, #0‏ 





(7-1) Xa = x, 1 


3- نتوقف عندما نصل إلى القبمة التي تفي بمتطلبات الحل وهي بلوغ القيمة العظمى أو الصغرى 
للدالة a)‏ )۲ قد يكون الأمر "Laake‏ لهذا دعنا تأخذ Ves‏ إبضاحياً. 
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min Z = 32 +x45 





E 





نحد gl‏ 
(x)= 6x+1‏ 
f'(x)=6 j‏ 
والآن نأخذ فاعدة البحث عن قيمة yar"‏ 
ودر W‏ - رد اجر 
f"(x,)‏ 
نبدأ ب 10 ونقدر قيمة معينة ل ر قريبه من x"‏ ولتكن 2 = Yq‏ فنحصل على: 
| 1 13 |+(6/2 
ا محاولة J‏ =-= — - 2 = -———- )2 = 
i pf 2°‏ 
i 6(- (+‏ 
المحاولة eee ee eee‏ 
d E ET eT‏ 


إذن نتوقف حيث لا تحسن ف المحاولة الثانية وبذلك نكون قد بلغنا الحل الأمثل في الجولة الأولى 


| | 
VG (2) dad وتكون‎ ae dad تكون‎ Cur 





P 0 
| 
| 
| 
| 
d 
| 





dona‏ غر الخطة 





مثال (2): 
حل ILAI‏ الآثبة: 
max f(x) =8x- x‏ 
نحد Aal‏ 
f(xj=8-2x fx) =2‏ 
ندا د 30-2 فنحصل على: 
2 - 
2+2 أ 3 5-7 
2 
-Y‏ 
بمو AH‏ +4 
1 
إذن الحل الأمثل هو rtleais‏ 
حل المسالة الآتبة: 
plal‏ 
min f(x)= Z=x° -6x+7‏ 


f (x)= 3x -6 , f(x) = 6x 
ونختار | = ۲ لنبدأ بها فنحصل على:‎ 


s „A-6 3ت‎ 
"ا‎ Mo 6 2 
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ty 
7 {2) n 1 57 


n AN 12 405 408‏ 
12 
وقد نكتفي في الخطوة الثالثة لان هناك تحسن فئيل و إذا ما واصلنا الحل فسنحصل على تحسن 
ضليل hae‏ مع تعقد العمليات الحسابية ولهذا فإز: 


577 
الحل الأمثل هو عندما —= X‏ 
4 


ظ 1.35= Z=2,83-8.48‏ 
طريقة ريكولا (The Regula Falsi Method REM) Jê‏ 
| وهي طريقة مشابية لطريقة ( NRM‏ ( ولكنها لا تتطلب استخدام المشتقة الثانية أو ضرورة 


| وجودها. وتتضمن الخطوات ASY‏ 





dash bas‏ حسن لكل من وك x, (x‏ ويفضل ألا تكون قبمة 3 في الوسط. 
نستخدم القاعدة LY‏ للبحث عن (x) dag‏ التي تعطي الحل الأمثل: 
f(x)‏ 


(7-2) xy Tr a 
“i i=]. 

4,744 | 

ظ نتوقف عندها نرى gh‏ الحل jlo‏ مقنعاً. لنأخذ يعض الأمثة: 


عل 
Je‏ رقم )3( في الفقرة السابقة وهو 


min z= x —6x+7 


| واستخراج قبمة x‏ التي تقلل الدالة. 








هع == م ١‏ قف امه | zc | ia‏ 


الرمجة غر الخطة 


نستخرج في البداة: 
f(x) =3x° -6‏ 
ونختار dad‏ ابتدائية لكل من My‏ وا ولتكن: 
x, =1,%,=2‏ 


الآن نطبق القاعدة مع ملاحظة أننا سنشرع بالحل Asal‏ من i=l‏ 





7-6 : 

Jail x Sh ae ا‎ 4 
“ i +4 + 2 l6 
: 5-6 bard ae E 

0 3 ; السابع 
چ لا 

i 3 3 


والآن نواصل الحل: 


لس 0 
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g 8‏ 1 
1l‏ 12 ا | 2 
3 | 48 
16 
ءاس شلك 


| 
ومن ملاحظ ما توصلنا إليه في المرحلة الرابعة وهو(1-416ع) يبدو مقاربا ما توصلنا إليه بموجب 
| طريقة (NRM)‏ حيث كانت قيمة (1.414«») وقد نكتفي بهذا القدر ولكن إذا واصلنا الحل فسنقترب من 
القيمة (Lata)‏ 
7-4-2 حل البرامج غير المقيدة ذات الأكثر من متغيرين 
تناولنا البرامج غير المقيدة ذات المتغيرين أما البرامج التي تزيد متغيراتها عن ذلك فهناك عدة طرق 
5 || لحلها وهي كثرة نذكر منها طريقة الانحدار الشديد وطريقة نيوتن رافسن ( The Newton Raphson‏ 
(Method I‏ وهي امتداد للطريقة التي ذكرناها في الدالة غير المقيدة ذا المتغيرين وطريقة فلجر - بويل 
نے 
(Betcher - Powel) | 9‏ طريقة شارك فبها فلجر مع ريفز (Powell - Fetcher)‏ التي تقوم على أساس المبل 
iil‏ وطريقة بويل Powell)‏ التي لا تتضمن أية lina‏ وطريقة مصفوفة المشتقان التي سنكنفي 
| | بتناولها من بين الطرق المذكورة أعله. 
eb | |‏ مصفوفة المشتقات: 
| وتتميز هذه الطريقة في اعتمادها على المشتقات التي تطرقنا إليها في الفصل الخامس وذلك بوضع 
| هذه المشتقات على شكل مصفوفة فإذا أخذنا دالة له من المتغيرات مثل: 
ik oo ) |‏ 
| عند النقطة X= (AA on Ky)‏ بحيث تكون لدينا ( (n‏ من المشتقات الجزئية والني 
ا 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





— — | = ةق كد اهمه =— — ھھھ‎ — =z. _— | — = Ol —z =i 
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EEE 
وكما يأنى:‎ doll) وبالإمكان وضع ذلك بصبغة محدد ,4( للمشتقات الحزثية‎ 


of of af 
dx’ Ûrûk, 1 


af of 
õnn û 










(7-4) A 


f of ef 

û‏ ل dx dx,‏ الفصل 

وبسمى هذا المحدد بالمحدد (Hessian determinant) sag!‏ السابع 
Lal‏ المحددات الرئسية Principal minors)‏ ( 


of Of 
Ëf mo ox ax dr, 
ay of a 
ax, 0x, ax 


5 


eres ef 
dx; Ör êr, ex, dx, 
Off ey 
rûn ex; éx,€y, 
af af af 


dnr CKO, A 
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E(X Air)‏ ¥ (هم 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
lal |‏ 
| نقطة عظمى موقعبه (local max)‏ إذا كانت: 
A <0,A,>0, A, <0... |‏ )7( 
ظ نقطة صغرى موقعية (ocal min)‏ 
| ...0 < يخرلا< بذرلا< A‏ )78( 
| وإذا م يتحقق واحد من هذه الشروط فلابد للدالة أن تفحص في منطقة نقطة الاستقرار. 
| ولابد من الإشارة هنا إلى أن الشروط التي تكلمنا عنها في الفقرة )5-4( من هذا الجزء من الكتاب 
| المتعلقة بالدالة ذات المتغيرين ما هي الإحالة خاصة من الشروط أعلاه ذات المتغيرات العديدة أي الأكثر 
| أهن متغيرين. 
| لنتناول مثالا إيضاحيا: 

حدد النهاية الصغرى أو العظمى أن وجدت في الدالة الآتبة: 


7 =x + +x; + 21,3 - 4, - Bx, - 2x, +6 








الجواب 
ody +2x,-8‏ 
of‏ 
4- ;)= 
Ox, i‏ 
2+22 
3 
وإذاكات: 0= ,0= ,0= a‏ 
dy, Û, Û,‏ 








plal 
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dy, +2x,-2=0 








4x +2x,-8=0 
-2x +6=0 
A 
2x, +2(3)-2=0 5 
x,=2 
¥,=2 
أما الآن فسنخرج المشتقات الجزثية الثائة وكما يلي:‎ 
Sy له‎ FL, 
0 ON; 0 
cf -0 £4.) fy 
OR; at; OXY; 
J 
A =4>0 
Ti |-s-0-80 
= 4(4-0)-((0-0)+2(0-4) 
=16-8=8>0 
وحيث أن:‎ 
A, >0,A, < 0,4, <0 





ظ 
| 
(X,,%,,2,) = (32,-2)‏ 
وهي نقطة نهاية صغرى موقعية AW‏ )2( وتساوي: 
Z = 2(3)' +)2(* + )-2(* +2(3)(-2)- 4)2( -8(3) - 2)-2(+6‏ 
36-44= 
8-= 
حل البرامج غير الخطبة المقيدة 

Solution of Constrained (NLP) 





7-5-1 حل البرامج غير الخطية المقيدة ذات المتغيرين 

سبق وان تناولنا حل مثل هذه البإمج التي تحتوي على الة هدف ذات متغيرين مثقلة بقيد 
7 وكل منها ذا متغيرين وقد استخدمت طريقة مضاعف لاكرانج Lagrange Multiplier))‏ لهذا الغرض راجع 
E‏ الفقرة (8-14-4) من هذا الجزء من الكتاب. 

7-5-2 حل البرامج غير الخطية المقبدة ذات الأكثر من متغيرين 






١‏ | هنك طرق عدة (CNP) Jol‏ التي تحتوي على (a)‏ من المتغبرات نستعرض منها طريقة 
ظ | مضاعفات ais SY‏ لأنها أصبحت مألوفة لدينا في معالجة حل مثل هذه gell‏ 

| إذا Gist‏ الدالة الآثية ذات (a)‏ من المتغيرات: 

RR | 
ay itty | | 

B(X X) =O |‏ 
| والتي تكون فيها النقطة: 

x s(t) | | 
| 

| 

| 


هع 322 ١‏ م ١‏ قف امه | ia‏ | 2ه O‏ 
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مستوفية لمتطلبات (met)‏ من المعادلات وإذا ما تذكرنا مضاعفات لاكرانج فإن الحل بيدأ يكون 


4 8 4 
cx, A 


Sf By 
cx, ax, 
cx, A, 
2 
dA Ox 
ET EAE S A j أن فى حالة 2,..,۸,| = أ‎ bey 
1 ۰ 


ul‏ الخطوة الثانية فهي وضع المحدد والتالي: 


0 A E E, 


Er Í na Ee 5 - re fon LM 
Oi foes -Ann Jan -AEn "e" 8 -AE a, 





i da te ere du E 

ويسمى هذا المحدد بالمحدد الهيسي المؤطر (Abordered Hession determinant)‏ لكونه مؤطراً من 

eye‏ بالمشتقات الجزئبة لدالة القيد lg)‏ ولأجل تحديد فيما إذا كانت النقطة 
١ = )3, .1.......3, (‏ نقطة عظمى al‏ صغرى فلابد من تقبيم المحددات الرئيسية والتي يبلغ عددها 
(m1)‏ وهي: 


AAA‏ برك 


A+] 


Ava والعمود أ من‎ i يحنوي على الخط‎ A, ومن الملاحظ أن‎ x = (Xp XiX) vk 
X= )¥ Xp وتكون النقطة (ي3,...‎ 
نقطة عظمى إذا كان:‎ 
(7-0) A,>0,A,<0,A,>0... 


نقطة صغرى إذا كان: 
(u) A, <0,A, <0,A, <0...‏ 

وإذا م تحقق واحد من هذه الشروط فبتعين فحص الدالة في نقطة الاستقرار (stationary point)‏ 
| ومما تجدر الإشارة إلبه أن النهاية العظمى والصغرى للدالة المقيدة ذان للتغيرين ما هي إلا حالة خامة 
هما تناولناه أعلاه بمتغيات عديدة. 

والآن نحتاج JÈL‏ إيضاحي: 


| 


at at‏ 21ے 
max Z =x, - 3x, - 2x, +X, +4,‏ 
wibject to‏ 


=y +x% +¥, =23 








F(x, .%).%;) =a) =3} - 237 +, +4, 


والآن نستخرج المشتقات الجزئبة وكما بأي: 


a 1‏ ڪڪ س — 





| 
nT +x,-A 
ar, 
OF ١ 
= “6%, +%-A 
Ox, l 
* ET | 
ox, | 
Z عد ع‎ - +45 i 
al 
| 
| 
| 





—_— — = ë 





الرمجة غر الخطة 


وإذا كانت: 
OF OF oF oF‏ 
dy, ax, ûk, û‏ 
إذن لدينا: 
2x, +x,-4=0‏ 
x,-6x,-4=0‏ 
-4x,+1-4=0‏ 
ومن المعاذلة هذه المعادلات نحصل على: 
=X, 6x, = 4x, +1‏ خ- ,2%‘ 
ومنها لستخرج: 


23, -x +x, -r = () 





3,734, > 3 =2 
الثم‎ 
= ix )+x, =-4x, +1 
EMI Thx, =y, +] 

se‏ ا 

i 4 


إن نستعين الآن معاذلة القيد ونعوض فنحصل على: 


tit ت‎ J 





20x, +4x, +1-1 lx, =92 


13x, =9| 


والآن: نأخذ المشتقات الجزئية الثانية 
fal Gah faa‏ 
fas a 7 =0 fan =?‏ 


وبذلك يصبح بمقدورنا تكوين المحيددات الرئيسية وهي: 
g A‏ 0 
A, = 8, e Sam 4 T‏ 
Er fan-A4 Ery Son - E‏ 


. رل‎ = | =0(12-1)- (6-1) + I(1 -2) =4 
l l 6 





| 





O ےھ د‎ ë E | ë = _ ë 23 ë 2 ë 26: ë 221 كت 53 5 7 کے‎ 
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وبنفس الطريقة وبالاستناد إلى محدد هيسن نستنتج: 








= فم = ڪ 
جم — س D‏ 


| 2 | 2 | 0 | 
OF | -i 1 6‏ 6 0-1- 
0 | 4- 0 1 0-4 
]0+12-1[ - ]4+8+0-[ + ]24+4+0-[-)( = 
nA, =0-204 4-11 =-27‏ 
ومن النتائج بتبين أن: 
A,<0, A, >0‏ 
وبذلك نستنج أن النقطة ( 19-,35,7 ) هي نقطة صغرى موضعية للدالة (2) والمقيدة بالقيد: الفصل 


+x, - 3‏ ,2+1 السابع 
glx 16‏ الترببعية Quadratic Programming‏ 


بدعى البرنامج بالتربيعى إذا كانت ذالة الهدف فيه تحتوى على حدود خطبة إضافة إلى طاقم من 
القبود الخطية كما مبين في الصبغة الآنية: 


A i j 
(7-12) max 0 + 3 DC 
pal 


j=l Àz] 


Subject to = 


il 
(713) Jax +s, =b, for 1=]2,....m 
jl 
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all x, 20 and all 5,20‏ 
أما طريقة حل هذا البرنامج فهي كما بلي: 
لابد قبل الشروع باستعراض طريقة الحل من الإشارة إلى بعض الملاحظات المهمة بشان دالة 
Gul |‏ وقد يكون من الغيد تناول Ja‏ تتعقب من خلاله خطوات الحل ملاحظات المذكوة. 
لنفترض gh‏ لدينا البرنامج الآني: 


l ; ظ‎ 
z=2x, +51, - rl +x, -3x,x, =4, 


من الملاحظ؛: 


أ- إن بعض المتغيرات مثل × , ,3 مرفوعة لقوة تربيعية. 
با- هناك بعض المتغيرات تجمعت على شكل أزواج كل زوج من حد من حدود الدالةء مثل ر 
وو 


ج- من الممكن إعادة صياغة دالة الهدف على شكل قالب بأخذ الهيئة الآنية ويحتوي على: 


(7-14) ونا +0) دم‎ + +0x)l 





Hir = jx‏ ل 
١ 2 7 3 |‏ 1 4 
| | 5 
+(—+—x, - 4x, + Or, )x,‏ 
G 71 x, +Ûx, )x, |‏ 
| | 3 
rhe - (x, + Ox, )x, | |‏ -0(+ 
١‏ | 
| ويلاحظ Lad‏ على دالة الهدف بالصيغة )7-14( ما يلي: 
| | إن العناصر القطرية ( diagonal terms‏ ( ما هي إلا معاملات المتغيرات الأربيعية في دالة الهدف 
ol |‏ 
| 3) وهى (0) , 4- , -- 
| )7-13( وهي ( 1 1 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





ia 


| 





doa ll‏ غير الخطة 
ب- عناصر الأقطار الجائبية gali‏ قبمة معاملات المتغيرات المقابله في ) 7-13 | 


ج إن الصف i‏ متمائل مع العمود j‏ فالعمود ( 1 ) يتكون من العناصر AYI‏ 


, 0) 


to | tun 


, | , 0 ) وهي نفسهاعناصر الصف )1( وهكذا. 


والآن دعنا نلاحظ المشتقات الجزثية للدالة )2( كما في الصبغة ( 7-13 ) lly‏ تظهر كما يلي: 


لات Lae 7 =I =y tX‏ 
ax, 2 t‏ 
5 م 
re, +l = -$x, = +¬, -45 |‏ 
(و3ج-)2 = =-}y‏ = ) 7-15 ( 
ox,‏ الفصل 
وعند التمعن في قيم المشتقات الجزئبة للدالة )2 ) في )7-15( يلاحظ: اسابع 


أ- إنها نفس قيم الدالة (2 ) )7-10( الموجودة داخل الأقواس مضروبة ب (1j)‏ مضروبة في (2). 
با إن القيم الموجبة للمشتقات تشم إلى إهكانية زيادة قيمة الدالة بزيادة dag‏ المتغير المرافق. 
+a‏ 


ج- إن المشتقات الجزئية هي دوال خطية ل( (xj‏ وهذا ما يساعدنا على الانتقال بالحل إلى 
الطريقة المبسطة ( simplex‏ ) كما سنتابع ذلك بعد قليل, 


لازلنا في مرحلة تثبيت الملاحظات والتهبئة لشرح طريقة الحل ومن هذه التهيئة نقوم Le‏ ياي: 


إن طريقة الحل تحتاج إلى إدخال متغرات إلى المقادير بين الأقواس في ( 7-14 ) ونسميها المتغيرات 
الحرة ( free variables‏ ) ولتوضيح ذلك دعنا ندخل fate‏ حرا مثل س إلى المقدار المضروب ب اء في ( 7-14 
ظ | 

) ويوضح أسلوب وهيكل هذا المتغير العلاقة المفاهيمية لهذا المتغير بالمقدار وكما يأني: 


| l l 3 
(7-16) 1 =i- +=, - بح‎ 


2° 2 | 
E tlo ولهذا نستطيع‎ ( 12-16 


u =4- x +2x, - و01‎ 


(7:17) x, =4 - ا‎ + 2x, -6x, 


نحذف المتغيرات xj‏ واحدا بعد الآخر من المقادير التربيعية ونعوض بدلها بمقادير خطية تحتوي 


= على متغيرات أخرى. da‏ مثالنا نقوم بحذف 1× في ( 7-14 ) ونضع بدله الطرف GAN‏ من ( 7-17 ) ويبدو 
فإ as‏ كلا 


z=[0+(4-u+2s, -61,) +2 +0, ا[‎ | : 


| | 3 
+| 1-—(4-u+2x, -6%,)+-x,-=%, | 
| 4 1 5) 2 i 2" : ظ‎ 
| | 
+] +4 +2x, -6x,)—4x, +0x, Ir, 


+] 0-2) مجه‎ -6:,(+ 0 +0x, fy, 


| وبإعادة الصياغة Ea‏ 


(7-18) z=(4-w Hn -6x,)l 








| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 







هع == م ١‏ قف امه | zc | ia‏ 
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al |‏ 
+(x, -Xx‏ إل عد سب 0+ 
2 1 
9 | 9 
Heat - 3x, )x,‏ 


+(-6 + + 3x, — 9x, a 


ج - نعوض المقدار في المعادلة ( 7-17 ) ل 1 في doled!‏ ( 7-18 ) ثم نقوم بتوسبع الناتج 
المستحصل حد بعد حد لكل pais‏ من عناصر ( 7-17) وبعد ذلك تجمع مع الحدود الواقعة بين الأقواس 
في ( 7-18 ). وعلى سيبل JEBU‏ يكون الحد الثالث في المقدار الموسع: 


(0+ : u +0x, +0x, )2x, 


وبعد جمعه مع الحد الثالث بين الأقواس وهو: 


E - 3¥, 
Jail i 
gle 1 
0 “3, 
أما النائج الكلى فهو:‎ 


(7-19) -= 4-01 +=, - ا65‎ 
lL 
ا‎ EEE 


C+ Qu- 3x, - 3x, |x 


(-6+Ou-3x, +9: )x, 


271 


ويلاحظ أن المتغير الوحيد الذي حصل في معاملات المصفوفة هو في معاملات u‏ التي أصبحت 
l‏ 
واو یی او eee‏ 


الطويلة التي أجريناها في أعلاة ونكتفي بجعل معاملات (u)‏ صفرا ماعدا العنصر الواقع في القطر. 
كما يلاحظ أن المصفوفة الجديدة هي متناظرة lal‏ 
والآن ننتقل إلى طريقة الحل والني تسمى طريقة السمبلكس لحل الدالة التزبيعية: 
تتلخص خطوات هذه الطريقة (Dh‏ 
الخطوة الأولى: 
دع ۳ i=1,2,....‏ 0< ,= رڈ 
ونرمز "إلى المتغيرات الإضافية (dack variables)‏ ويذلك يتكون لدينا أول حل ممكن (initial‏ 
feasible basic solution)‏ 
الخطوة الثانية: 
نحدد اتجاهات الحل من خلال التحسن الذي نلاحظه في الحل الجاري ونتوقف عندما لا بوجد أي 





: تحسن وبخلاف ذلك نواصل البحث عن الحل Ja‏ ونتقل إلى الخطوةالثلة. 


الخطوة الثالة: 
نجري حسابات الحل الجديد ونعود إلى الخطوة الثانية ويبدو أن العمل يتركز في الخطوة الثانية 
| فدعنا نشرحها بشكل مفصل: 
أن هذه الخطوة تتطلب السير وفق النقاط ASY‏ 
نختار أي متغير حر ree variable)‏ كي يدخل الحل وإذا كانت نتبجة المشتقة الحزثية المقابلة 
لدالة الهدف ليست (non zero) o‏ 
ظ إذا كانت المشتقات الجزئية للمتغيات الحرة تساوي صفرأً فعندئذ نختار متغياً سواء كان aj‏ أو si‏ 
لأجل إدخاله والذي تكون نتيجة مشتفته الجزئية في دالة الهدف هي الأكثر إيجابيةز»«نانددم {most‏ 
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ننهي دورات الحل عندما تكون المشتقات الجزثية صفراً للمتغيرات الحرة أو اصغر أو تساوي صفراً 
للمتغيات غير الأساسية الأخرى. 

ونلاحظ هنا أن معيار السمبلكس التربيعية الأول مشابه إلى معيار السمبلكس الخطي الأول الذي 
تناولناه في الفصل الخامس من الجزء الأول من الكتاب حيث يشير المعباران إلى اتجاه تحسن الحل عندما 
يتم إدخال متغير غير أساسي إلى عمليات البحث عن الحل الأمثل. 

Lal‏ سعة الخطوة التي تخطبها باتجاه الحل الأمثل فيحكمها إلى حد كبير معيار السمبلكس الثاني 
أيضا فهو يهدينا إلى اكبر قيمة للمتغير غير الأمامي الذي Ay‏ على الإمكانيات المتاحة الواردة في القبود 

ولكن في نفس الوقت نكتشف قبمة هذا المتغير التي يؤدي إلى تناقص دالة الهدف. ولهذا فان 
السعة المثلى لخطوة الحل هي اصغر هاتين القيمتين. قد تبدو هذه القاعدة غير واضحة jil‏ نحتاج 


مواصلة شرح طريقة الحل حيث سيساعد ذلك على تبسيط ما قلناه ونحتاج هنا لنتناول مثال: 


ا en‏ 505 
7ح - 27 - 327 - ,2+ max: =6x, +4x,‏ )7-20( 
3 | الفصل 
بشرط أن: 
= | = 
e (7-21) x +x, $2,424‏ 
x20 0‏ 
والآن نشرع في الحل: 


نعبد GUS‏ دالة الهدف على غرار (7-14) لبنتج: 


{(?-—22) +(3—33, ) x, 
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+(2 -2x, ) 4X, 
(l -5z ) x 
3 17 5 


ويلاحظ أن القيم الصفرية حذفت من هذه الصيغة لغرض التبسيط. كما نتذكر بان القيم 
الموجودة داخل هذا القالب هي نصف القيم التي تحتويها اللشتقات الجزئية للمتغيرات المقابلة ( راجع 
7.15( 
ol My |‏ متخي سيدخل عمليات العل ؟ 
٠ |‏ نعود إلى الفقرة(ب) من الخطوة الثالة ونقول بان 1 هو الذي سيدخل عمليات الحل. 
ولأجل إيجاد قيمة 1 نطبق Vol‏ الأملوب المتبع في معيار السمبلكس الثاني لغرض حساب القيمة 
العظمى ل al‏ والتي تنسجم مع الإمكانيات الفاعلة في القيد. أن هذا يتطلب استخراج النسب للقيع 
الجارية للجهة اليمنى من القيد إلى معاملات المتغير الداخل. وفي مثالنا يبدو ذلك كما يلي: 


Cap‏ لدينا قبد واحد أذن: 





4- - - القبعة الجارية للق ys‏ )7-23( 





X معامل‎ | 

وهذه تمثل سعة الخطوة التي تفي بمنطلبات الإمكانات الفاعلة للقبود 

ظ أن dad‏ 1د تعطي soul‏ الأعلى للتحسينات الممكئة Ue‏ في دالة الهدف مع بقاء كل المتغيرات غير 
الأماسية على مستوياتها الجارية لاحظ أن: 


la ,. +a 
: - 2 0 أو بشكل مرادف ل‎ —=0 
)7-24( =0 أو بشكل مرادف د‎ 2-0 


حيث أن المشتفة الجزئية تحسب لقيمة الحل التجريبي الجاري أن هذه المعادلة تعطي: 


_ i: || ڪڪ || | كا‎ lL ق ڪڪ‎ å ë ë ھھھ كا ھھھ كك‎ || å ë ë Å å — ا‎ 





الرمجة غر الخطة 


0= 3-3 
ومنها نستخرج: 
oa‏ 0 )7-25( 


وهي سعة الخطوة التالية التي تؤدي إلى تحسين قيمة ذالة الهدف. 

وتعتر المتباينة )7-25( أكثر تقبيداً من المتباينة (7-23) حيث تشير إلى أن al‏ سيدخل عمليات الحل 
بقيمة مقدارها (1) فقط وهذا ما يؤهلها للانتقال إلى الخطوة الثالة. Cam‏ كن بلوغ 1= في الحل 
التجريبي JEN‏ بمجرد إضافة معادلة تعريفية للمتغير الحر مرافقة للمتغير xl‏ كما مبين abal‏ 

ju, =3- 3y, 
أو بشكل مرادف ل‎ 
(7-26) x, +u, =! 

وف الحل الجاري يلاحظ أن: 1= ul‏ مادام 0 = 11 ولكن عند استخدام المحورية ul GË (pivoting)‏ الفصل 
يصبح غير أسامي وبهبط إلى مستوى الصفر وبذلك يرفع المتغي إلى القيمة )1( وبمعنى آخر: wil‏ 

إذا راصفنا العلاقة )7-26( مع القيد في الحالة )7-26( ويكون المحور 1× في المشاينة (7-26) Jasi‏ 
على القيود الآثية: 

2x, +3, ts- > 3‏ )7-21( 
x, tit, =!‏ 
نحذف 11 في دالة Gagll‏ )7-22( وذلك بتعويضها بالعلاقة في )7-26( فينتج: 


أ( ,×+ + () 


(7-28) +) -3u \u, 
+) —- 2, x, 
+(| le 
j 
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دعنا تتذكر بأنه لازال كل مقدار في داخل الأقواس Be‏ - قيمة المشتقة الحزنية للمتغيرات غير 


5-75 ولكن يتعين الآخذ بالحسبان أن تحريك أي متغير يؤثر على ale)‏ من خلال التغيرات 
المرافقة في المتغيرات الأساسية. وتسمى هذه الحالة أحبانا بالمشتقة الجزئية المصغرة. 


( انتهت الخطوة الأوى ) وأعطتنا: 
القيمة التي مقدارها (3) في el‏ يسار العلاقة )7-28( والتي نساوي قيمة دال الهدف في الحل 
. التجريبي الجاري. 


ونلاحظ بان الحل يمكن تحسينه بإدخال ad‏ أما قيود الإمكانيات Uy‏ (7-27) فيي 





3 
5ك Sey‏ التحقق من أن القبمة التي نعطبها ل 3 والتي تعطي أفضل تحسن في دالة 


| 
| 
| 
d 
| 
| 
p 





| اليدف شي: 
z= -‏ أيضاً ولأجل إكمال الخطوة الثالثة ندخل متغيزٌ حر آخر وكما بلي: 
2u, =2-2x,‏ 
| وتجمع )7-29( مع )7-27( للحصول fe‏ 
l‏ الصف 1 |= ,21 - +5-u‏ ,¥ 
n +m shad |‏ )7-30( 
| الصف 13= x, TH,‏ 
^ 
| وباستخدام )17-29 لأجل حذف 2 من )7-28( نحصل على ذالة الهدف المختصرة وكما مين في 
cabal |‏ 
+x, JI |‏ 5( 
| ا 1 -3u‏ )+ )7-31( 
| 
| 








| 
| 
| 
| | 
5 | 
26. | 
1 
| 
| 





| 


ل |+ 


وباستخدام )7-29( لأجل حذف ١,‏ من )7-28( نحصل على ذالة الهدف المختصرة وكما مبين في 
abal‏ 
i-a) (3 ||‏ 
-m W‏ ) + 


+ ) dl, \u, 
1 1 
Uy. Ms و (7-31) أن الحد الأول داخل الأقواس المرافق للمتغيرات الحرة‎ (7-28) WS وبلاحظ في‎ 
(7-31) هذا الأساس فأن المشتقة الجزئية لدالة الهدف الانتقالية في كل من )7-28( و‎ eg يساوي صفر.‎ 
حر تساوي صفر فى هذه الحلول التجريبية. والآن: يشير الفرع (ب) من المعيار الأول الوارد في‎ patie ولكل‎ 


الخطوة الثانية إلى أن المتغير ١,‏ يدخل في عمليات الحل. ولأجل أنجاز حساب سعة الخطوة نجد أن 


È 


plal 
حسابات الإمكانيات المستندة إلى )7-30( محددة. ولهذا في هذه الحالة نقوم بأحراء تغييرات في الخطوة‎ 


الثالثة وتشمل هذه التغييرات مواقع المتغيرات الموجدة في عمليات الحل وهي: أن :3 سيدخل هذه 
العمليات ويغادر s‏ مادام ,3 لا يظهر إلا في الصف )1( للعلاقة )7-30( ولا تحتاج هنا لإجإء حسابات 
المحور في القيود ولكن لو كان هناك أكثر من قيود هذه المسألة التي نحن يصددها لنشأت الحاجة لإجراء 
حسابات المحور. 


والآن سنقوم بحذف X;‏ من )7-31( بواسطة الصف )1( في العلافة )7-30( لتحصل على: 


22 4 2 
(7-32) ETETEN 
33 3 3 


ii 





f 0 2 
سساح سس‎ == +s |, 
33'353 
[i-i = ssh 
33°3° 3 





ويبدو أن الحل التجريبي الجاري هو: 
x=1,x=1, el‏ )7-33( 


ومن ذلك نستنتج أن المتغيرات الثلاثة جميعها عند مستوى القيم الموجبة فهل هذا هو الحل 
الأمثل ؟ وللإجابة على هذا السؤال نقول بالنفي وفقاً لما يفره الفرع (أ) من المعيار الأول. و لأجل توضيح 


| 
| ذلك نعود إلى العلاتة )7-26(= )7-29( المرافقة لكل من 2 whe‏ والتي فرضت على المسالة كبدعة لأجل 








التأكد من سعة الخطوة المثلى التي نحتاجها في تطبيق المعبار الثاني. ولهذا لا يوجد أي سبب لتكون قيمة 







HR‏ كل من ul, u2)‏ ( صفراً في حين هما غير مقيدين في الإشارة ولهذا سميناها بالمتغيرات الحرة. وكنتيجة لذلك 
ih‏ 1 1 
5 إذا كانت المشتفة الجزثية لدالة الهدف للمتغير الحر = ليست صفراً وعندها بمكن تحسين الحل من خلال 


© التحرك بامتغير موضوع البحث بلاتجاه المناسب مسترشدين بإشارة المشتقة الجزئية. وكما نلاحظ في .7) 
32 فان المشتفات الجزئي لكل من 2ه ,اد هي ليست صف igh‏ نختار ul‏ لأجل دخول عمليات الحل. 

ظ والآن مادلمت المشتقة الجزئية ult‏ موجبة لهذا نزيد من قيمة ul‏ ويكون طريق Coll‏ عن 
| مستوى جديد لاه هو نفس الطريق الذي سلكناه في الخطوات السابقة (أي دورات الحل السابقة) وإذا 
كانت dad‏ المشتقة الجزئية سالبة فان ذلك يستوجب اختيار القبود في )7-30( لأجل التحقق عن الكيفية 
التي جاءت بها القيمة السالبة دون خرق متطلبات القيود. أن هذا مرادف لاختبار مدى الكبر الذي تبلغه 





j-ul) 


2 إن dad‏ 1ه التي تعطي أعلى dad‏ تحسينية في دالة الهدف ga)‏ بقاء كل på‏ المتغيرات غير 
الأماسية على مستوياتها الحالية) أن القيمة المطلوبة 











— — | = اهمه =— — ھھھ‎ — | —m — =z. _— | — = Ol =z =i 


, — o كم‎ =z a =a — سكم‎ —z = =z —z =z, —z =z, = —_, — = 


الرمجة غر الخطة 


J‏ انا هي (wh n=‏ هي ناتج ما بأق: 


| le 2 10 
1-34 شل كسك‎ 
ا‎ a 1 11 
10u, - 2 i= 
10 


i 
إلا سندخل عمليات الحل التجريبي التالية لهذا يجب‎ T ولهذا ومن اجل التأكد من أن‎ 


إدخال متغير حر war‏ هو 3دوكما بأي: 


| 7 
(7-35) RE 
33 «FC 3 
وشو مرادف‎ 
00 | 1 | 
(7-36) -—stlu, +—u,+lu,=- 
السابع‎ 10 K 5 


وباستخدام العلاقة )7-36( لأجل حذف ul‏ من العلاقة )7-30( فينتح: 


9 9 6 
1  +—§- il, til, - - 1 الصف‎ 
(0 5 0 


العف 3 = x PR 55 =U,‏ )7-37( 
l0 5°‏ 
المف 3 | - ll,‏ + 1 
ويتم حدف 1لا من العلاقة )7-32( فمنتع: 
رك 6 )1-38( 
J k) 3‏ 
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10 
+ او‎ Ju, 
6 2 013 
sl -Tih trei 
3 3 3 
+(-- +=, -—)s 
3 5o 0 


ومادام al‏ أصبح ite‏ أساسيا في )7-36( وهو غير مقيد من حيث الإشارة لهذا لا هكن أن نخرجه 
| کي يكون غير أساسي وعليه فإن )7-36( يمكن إسقاطها في الدورات اللاحقة لعمليات الحل وستكون فيود 
الحل هي )7-37( 

| وعلى العموم مادام المتغير الحر قد دخل عمليات الحل فان العلاقة المقابلة Sq‏ إسقاطها وهذا 
يعني أن عدد القيود لا يجوزأن تزيد عن (m xn)‏ فلو افترضنا أن جميع SX,‏ أصبحت متغيرات أساسية 
لذلك تصبح لدينا xn)‏ )من القيود ولهذا فان أي متغير غير أسامي ينبغي أن يكون متغياً حراً 

j‏ بعد أن تم اختيار واحد من تلك المتغيرات لدخول عمليات الحل ليصبح nite‏ أساسيا فان واحداً 
0 هن حالتين ستظهر ولهيا: 

É‏ أما ,د أو ,× يجب أن يصبح غير أساسي وبهذا يجب إسقاط الصف الذي اختير فيه المتغير الحر 
ليكون أساسيا وفي هذه الحالة يختصر عدد القبود بقيد واحد. 

٠‏ أما الحالة الثانية فان المتغير الحر المافق للقيد التعريفي المفروض حديثا" بالعمليات الجارية 
يجب أن يصبح غير gal‏ ولهذا يجب إسقاط هذه العلاقة بعد إجراء عملية المحور على المتغير الحو الذي 
يتم اختياره وني هذه الحالة يكون عدد القبود Éb‏ 

والآن وبعد هذه الملاحظة الطويلة حول عدد القيود نعود إلى الخطوة الثانية من خطوات الحل 











ally‏ تستوجب إدخال 2" إلى عمليات الحل مادامت مشتقتها الجزئية في العلاقة )7-38( Loge‏ فنحصل 


Jel 





| 

| 

| 

| 

lo 6 16 3 | 
G3) ره‎ =--—t, + - 5 l 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 








ابرمجة غر الخطية 

im‏ حذف رلا من )7-37( ينتج: 
13 9 9 
المف | —= ,خا - + ب +ى- + وير 

16 5 8 
| l1l fT 
XY t— 5 - الف 2 - = ,ريا - + ,ريز‎ 

16 5 8 
1 5 
eile at اا‎ 


16 ` 
ويحدف ب1 من العلاقة )7-38( نحصل على: 


| 
l- 
l 4 
10 
( Ei Wu 
lf 
اسن‎ jur, 
الفصل‎ . 
3 | 
ew "!ا م وا‎ 
oe ودكون الحل الأمثل‎ Jall الخطوة الثانية كن أن نتوقف دورات‎ weg Wla 
7 k 15 58 
% =—,3,=— Á I=— 


gt gg” §‏ 
هذا ويمكن أجراء هذه العمليات وفق جدول أشار إليه بيل (Beale)‏ والذي تنسب إليه الطريقة 
التي تتبعنا خطواتها واحدة بعد الأخرى Sey‏ مراجعة هذه الجدولة في المصادر ا مختصة حيث يضيق 
المجال هنا التطرق إلبها. 
تمارين )7-1( 
1- جد ما db‏ 


MN I=XX, +X AX; +X; 
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subject to: | 
X, +x, +X, 210 

2- إذا كانت لدينا دالة الهدف الآنية: 

+X, +2x;‏ دج 
وان القيد المفروض على هذه الدالة هو: 

ظ 21-12 

جد dad‏ كل من X, X3, X3)‏ )التي تعظم هذه الدالة. 

3- تعمل أحد المصانع وفق دالة التكاليف غير المقيدة الآنية: 

z=10-3x+2x° 

| فيا هي قيمة (ء ) التي تؤدي إلى إقلال هذه الدالة. أستخدم أي من الطريقتين نيوئن- رافسن أو 


4- ما هي قبمة كل من ( 1,17,3 ) التي نعظم الدالة الآنية: 






2= B+ +21: +x; = 4%, =1, - 337 - 5, 


| استخدم طريقة مصفوقة المشتقات في الحل. 


| | 
أ | 5- وضع جهاز تخطيط الإنتاج في أحد المشاريع دالة الإنتاج غير الخطية الآنة: 
| ,+ 237 + 217 + أي - =2 
| ووضع القيد GV‏ على هذه الدالة: 
2x, +X, +X, £16 5-5‏ 
ee 0 |‏ 
| وا مطلوب إيجاد ghel‏ قبمة تبلغها )1( 
| 
| 
| | 
| أ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





latl 


اللا 01 


المصادر 


l- Aexander Schrijver, (Theory of Linear and Integer Programming), 
1998, 


2- Ales Cerny (Mathematical Techniques in Finance) 2009. 


3- Angel de la Fuente (Mathematical Methods and Models for 
Economists) ,2000. 


4- Adam Ostaszewski, (Mathematics in Economics), 1993. 
ï- Akira Takayama, (Mathematical Economics) , 1985. 


6- Avriel, Mordecai, (Nonlinear Programming: Analysis and Methods) 
2003, 


1- Bocher, Maxime,| Introduction to higher algebra),2004. 


8- Bernd Gartner, كال‎ Matoušek , (Understanding and Using Linear 
Programming, | 2006. 


9- Bretscher, Otto „(Linear Algebra with Applications (3rd ed.), 
Prentice Hall), 2005. 


10- Bocher, Maxime, (Introduction to higher algebra), 2004. 


11- Baldani, James Bradfield, Robert Turner, (Mathematical 
Economics) , 2004. 


12- Bazaraa, Mokhtar S. and Shetty, C. M. (Nonlinear programming. 
Theory and algorithms),1979. 

13- Bretscher, Otto, (Linear Algebra with Applications (3rd ed.)), 
2005. 


l4- Bertsekas, Dimitri P. (Nonlinear Programming: 2nd Edition), 
1999, 


183 





15- Conrey, J. B.,( Ranks of elliptic curves and random matrix 
theory), 2007. 


16- Christopher Clapham, James Nicholson, (The Concise Oxford 
Dictionary of Mathematics), 2005. | 


| 
17- Cliff Huang, Philip 5. Crooke, (Mathematics and Mathematica for 
Economists) ,1997. ظ‎ 


18- Carl P. Simon, Lawrence Blume, (Mathematics for Economists) 
1994, 





19- Morris C, Thanassoulis E ‚(Essential Mathematics), 1994, 
20- Dimitri P. Bertsekas, (Nonlinear Programming: 2nd Edition), 2004. 


21- D. 2willinger, (Handbook of Differential Equations ,3rd edition), | 
1997. 


22- David Bailey (Mathematics in Economics) ,1998. 





23- Dean Corbae, Maxwell B. Stinchcombe, Juraj Zeman (An | 
introduction to Mathematical Analysis for Economic), 2009. 


24- Darrell A. Turkington (Mathematical Tools for Economics),2006. 
25- E.L. Ince, (Ordinary Differential Equations), 1956 . 


26- Edward T. Dowling, (Schaun's Outline of Introduction to 
Mathematical Economics) ,2000. 


27- F, M. Wilkes, (Mathematics for Business) ,1999. 


28- Godsil, Chris; Royle, Gordon,( Algebraic Graph Theory, Graduate 
Texts in Mathematics), 2004. 


29- Geoff Renshaw (Maths for Economics), 2008. 


30- lan Jacques.{ Mathematics for Economics and Business, Fifth | 
Edition/ Difference Equations.), 2006. | 





latl 


اللا رز 


31- lan Jacques, [Mathematics for Economics Plus Mathxl Pack | 
,2009 


32- Jeffrey Baldani, James Bradfield, Robert Turner, (Mathematical 
Economics) ,2004. 


33- Jon Curwin, Roger Slater (Improve Your Maths: A Refresher 
Course ), 1999. 


34- Jean Soper.,{ Mathematics for Economics and Business: An 
Interactive Introduction), 2004. 


35- Kenneth $. Miller, (Linear difference equations. |, 1968. 


36- Ken Binmore, Joan Davies, (Calculus: Concepts and Methods ), 
2002. 


37- Ken Holden, Alan Pearson, (Introductory Mathematics for 
Economics and Business) ,1992. 


38- Knut Sydsaeter, Peter Hammond, (Essential Mathematics for 
Economic Analysis) ,2002. 


39- Lang, Serge,| Algebra, Graduate Texts in Mathematics), 2002. 
40- Larson, Ron, Bruce H. Edwards,(Calculus,9th ed.), 2009. 

4l- Leighton Thomas .,(Using Mathematics in Economics) , 1999. 
42- Martin Grotschel,( Linear and Integer Programming) 2006. 


43- Mark de Berg, Marc van Kreveld, and Others, Linear 
Programming, Computational Geometry },2000. 


44- Michael J. Todd, (The many facets of linear programming, 
Mathematical Programming) ,2002 


45- McQuarrie, Donald A. [Mathematical Methods for Scientists 
and Engineers), 2003. 


ظ 
Martin Anthony, (Mathematics for Economics and Finance),‏ -46 
,1996 


47- Michael W, Klein Mathematical Methods for Economics), 2002. 
48- . MJ. Rosser, (Basic Mathematics for Economists) ,2003. 


49- Mik Wisniewski „(Introductory Mathematical Methods 3 
Economics | ,1996. 





50- Mik Wisniewski, (Quantitative Methods for Decision Makers) ظ‎ 
2002. 


51- Martin Grotschel,( Linear and Integer Programming) ,2006. 


52- Mark de Berg, Marc van Kreveld, and Others,( Linear | 
Programming, Computational Geometry |2000. 





53- Malcolm Pemberton, Nicholas Rau .,(Mathematics for 1 
Economists) , 2006. a 


54- M.. Rosser .,(Basic Mathematics for Economists) , 2003. 


2006. 


55- Nocedal, Jorge, , Stephen J., (Numerical Optimization (2nd ed.), 


56- Paul M. Batchelder,{ An introduction to linear difference 
equations), 1967. 

57- Peter Kahn, (Studying Mathematics and Its Applications), 2001. 

58- Peter Temple, (First Steps In Economic Indicators) ,2002. 

59- Rangarajan K. Sundaram, (A First Course in Optimization Theory) 
1996. 


60- Rebecca Taylor, Simon Hawkins, (Mathematics for Economics 
and Business), 2008. 


61- Rowen, Louis Halle, (Graduate Algebra), 2008. 


d 





latl 


اللا 1 


62- Stewart, James, (Calculus: Early Transcendentals,6th ed) ,2008. 
63- Steve Greenlaw (Doing Economics) ,2005. 


64- Sheldon M. Ross, (An Elementary Introduction to Mathematical 
Finance),2002. 


65- Shayle R. Searle, Lois Schertz Willett, (Matrix Algebra for Applied 
Economics) ,2001. 


66- Stinson, Douglas R. (Cryptography, Discrete Mathematics and Its 
Applications), 2005. 


67- Thomas, George B., Maurice D. Weir, Joel Hass, Frank R. 
Giordano (Calculus,11th ed),2008. 


68- Teresa Bradley „(Essential Mathematics for Economics and 
Business) ,2008. 


69- V. Chandru and M.R.Rao,( Linear Programming), 1999. 
70- Wolfram, Stephen, (The Mathematical Book/Sth ed),2003. 


7l- Zabrodin, Anton; Brezin, Edouard: Kazakov, Vladimir; Serban, 
Didina; Wiegmann, Paul,( Applications of Random Matrices in 
Physics), 2006. 


287 








